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中級経済数学 1講義ノート
多鹿 智哉*

0. 講義について

0.1. 概要
動学システムについて学習する．マクロ経済学や確率論への応用を学ぶ．厳密さよ

りは直観と豊富なトピックに触れることを目的とする．講義ノートではできるだけ

「一般的」1にかつ抽象的に書いているが，講義内では具体例と簡単なケースに絞って

解説する．

0.2. 講義計画
1. オリエンテーション，数列と極限

2. 動学システム，不動点と安定性

3. 動学最適化問題

4. 動的計画法の実践

5. 最適停止問題 1

6. 最適停止問題 2

7. 動的計画法の最適性 1

8. 動的計画法の最適性 2

9. 多変数の動学システム

10. 行列の復習 1

11. 行列の復習 2

12. 行列の復習 3

13. 固有値分解 1

14. 固有値分解 2

15. ペロン・フロベニウスの定理

0.3. その他情報

評価基準 講義スタイル 時間・場所

課題：9点 × 9回

平常点：20点

対面 前期水曜 4限本館 40番教

室

課題は受講者自身の回答について口頭で説明できることを前提とし，適宜理解

の確認を行う．試験は口頭で行う．なお，本講義ノートの空白部はメモ用スペースで

ある．

*日本大学 経済学部, tajika.tomoya@nihon-u.ac.jp
1数学でいう一般的とは具体的な数字でなりたつケースを考えるのではなく，一般の𝑛な

ど具体例によらないケースを考えること．
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0.4. 参考書
※読めとは言ってない

• 二階堂 副包 (1960)「現代経済学の数学的方法」岩波書店.

• 藤山 秀樹 (2024)「ゲーム理論からの社会ネットワーク分析」オーム社

• Yun Cheng , Timothy Carson , Mohamed B. M. Elgindi (2012) “A Note on the Proof 

of the Perron-Frobenius Theorem,” Applied Mathematics, 3. 1697–1701.

• Mike X. Cohen (2021) Linear Algebra: Theory, Intuition, Code, Sincxpress 

Education.

• Morris W. Hirsch, Stephen Smale, Robert L. Devaney (2013) Differential Equation, 

Dynamical Systems, and Introduction to Chaos, 3rd edition, Elsevier,（桐木 紳・三

波 篤郎・谷川 清隆・辻井 正人 訳「力学系入門—微分方程式からカオスまで—」共

立出版）

• Efe A. Ok (2007) Real Analysis with Economic Applications, Princeton.

• Thomas J. Sargent and John Stachurski (2024) Economic Networks: Theory and 

Computation.

• Rakesh Vohra (2004) Advanced Mathematical Economics, Routledge.

0.5. 数学に関するソフトウェア
具体的な計算には PCを使用する．

• Wolfram Alpha

‣ webアプリとして使用可能な数式処理ソフトウェア

‣ より高度なことがやりたい→ Wolfram Cloud or Mathematica

• Matlab

‣ 数値計算（具体的な数値などを代入してシミュレーションをしたりする）に用い

ることが多い．

‣ 数式処理（シンボリック計算）も可能

‣ 2026年度は日本大学生なら無料で利用可能 (詳しくはこちら:日本大学のアカウ

ントでアクセス可能)

• Julia, Python, Rなどのプログラミング言語

‣ 数値計算で用いることが多い

‣ 数式処理も，SymPyという拡張機能などで可能

‣ Google Colaboratory でも利用可能
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1. 動学システム
次のように決まる数列を考える．

𝑎𝑡 = 𝑓 (𝑎𝑡−1) (1)

このとき，列(𝑎𝑡)𝑡と関数 𝑓 の組み合わせを動学システム (dynamic system)

と呼ぶ．力学系とも言う．𝑓 は遷移関数と呼ぶ．𝑎𝑡 − 𝑎𝑡−1 = 𝑓 (𝑎𝑡−1)と書か
れることもあり，この場合は差分方程式とも呼ばれる．

以下に動学システムの例を挙げる．

1. 蜘蛛の巣過程モデル：次のようなストーリーを考える．ある市場に売り手

と買い手がいる．よくはわからないが初日は価格が 𝑝1だとされた．それ
を見た売り手は 𝑆(𝑝1)だけ作ることに決めて翌日それだけの商品を市場
に持っていった．二日目には商品の量は𝑆(𝑝1)しかないので，「需要量=

供給量」，つまり𝐷(𝑝2) = 𝑆(𝑝1)となるように価格が決まる．

これを繰り返せば 𝑡日目の価格は𝐷(𝑝𝑡) = 𝑆(𝑝𝑡−1)となることがわか
る．このように価格が調整されている状態を蜘蛛の巣過程と呼ぶ．需要関

数の逆関数を𝐷−1とすれば 𝑝𝑡 = 𝐷−1(𝑆(𝑝𝑡−1))という形に書け，動学
システムの (1)式と同じ形をしていることがわかる．

2. ソロー成長モデル：ある国のGDPを考えよう．𝑡年度のGDPは𝑌𝑡で表現

され，その値は以下のように資本（𝐾𝑡）の関数で表現されるとしよう．

𝑌𝑡 = 𝐴 ⋅ (𝐾𝑡)
𝑎 (2)

資本𝐾𝑡は投資によって決まり，その投資の量は 𝑠𝑌𝑡である．𝑠は貯蓄率
である，つまりは，消費者はGDPのうち，1 − 𝑠の割合を消費し，𝑠の割
合だけ貯蓄し，それを投資する．一方で，1 − 𝑑の割合だけ資本は減耗す
るものとする．したがって，以下の式が満たされるものとする

𝐾𝑡 = 𝑑 ⋅ 𝐾𝑡−1 + 𝑠 ⋅ 𝑌𝑡−1

(2)式から𝑌𝑡−1 = 𝐴 ⋅ (𝐾𝑡−1)
𝑎
であることがわかるので，以下のように

(1)式の形に直すことができる．
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𝐾𝑡 = 𝑑 ⋅ 𝐾𝑡−1 + 𝑠 ⋅ 𝐴 ⋅ (𝐾𝑡−1)
𝑎 (3)

(2)式より資本と GDPは一対一の関係にあるので (3)式を見れば GDP

がどう成長していくのかがわかる．この形の経済成長のモデルはソロー・

モデルと呼ばれるものの一種である．

3. ネットワーク外部性のモデル：ある SNSを考える．𝑠 ∈ [0, 1]さんは仲間
のうち 𝑠 ∈ [0, 1]以上の割合が登録するなら登録したいと思っている．こ
う言ったサービスは仲間が登録しているから初めて登録の意味が出てく

るサービスであり，登録する価値が登録者数に依存する．こう言った特徴

をネットワーク外部性と言う．

登録者数の変遷は動学システムと考えられる．これを見るため，𝑠の値
は [0, 1]上に分布しており，実数 𝑟 ∈ [0, 1]に対して，𝑠 ≤ 𝑟となる人の
割合は𝐺(𝑟)であるとしよう．

今，登録者割合が 𝑟𝑡−1だとすると，𝑠 ≤ 𝑟𝑡−1となるような 𝑠さんの数
の割合は𝐺(𝑟𝑡−1)である．そうすると，次の日の登録者割合は以下の通り
である．

𝑟𝑡 = 𝐺(𝑟𝑡−1)

これは (1)式と同じ形をしていることがわかる．

4. L-system (Lindenmayer system)：

文字列を次のように変換させるルールを考える．

• Fを FFに変換して記述

• Xを F[+X]F[-X]+Xに変換して記述

• それ以外はそのまま記述

このルールに従って，初期値をXとして，7回変換を行った結果を描画

する．ただし，Fは前進して線を描く，+は右に 20度回転，-は左に 20度

回転，[は位置を記憶し，]は位置を戻す，というルールで描いている．
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このようにして複雑な図形を描く一連のシステムを L-systemと呼ぶ．

初期値や変換の仕方によって異なった図形を描くことのできるシステム

である．

課題 1.
この講義ノートに出てきたもの以外に動学システムの例をひとつ挙げ，式

を立ててみよう．

2. 不動点と安定性

2.1. 不動点
一般に関数 𝑓 について，𝑓 (𝑥) = 𝑥となる点 𝑥を 𝑓 の不動点と呼ぶ．類似し

て，動学システム (1)式について，𝑎 = 𝑓 (𝑎)となるとき，𝑎を定常状態とい
う．𝑎0は初期値と呼ばれる．

定常状態ではそれ以上状態の変遷は起きない．もし一度，𝑎𝑡 = 𝑎となって
しまえば, 𝑎𝑡+1 = 𝑓 (𝑎𝑡) = 𝑓 (𝑎) = 𝑎であるので，𝑎𝑡+1 = 𝑎𝑡となり，そこか
ら動かなくなるからである．そういう意味でも「不動」点と言えよう．

蜘蛛の巣過程モデルの例で見てみよう．この過程を表す式は以下の通りで

あった．

𝑝𝑡 = 𝐷−1(𝑆(𝑝𝑡−1))

定常状態は 𝑝𝑡 = 𝑝𝑡−1 = 𝑝を満たす状態と言える．したがって，定常状態
では以下の通りである．

𝑝 = 𝐷−1(𝑆(𝑝))

この式は，𝐷(𝑝) = 𝑆(𝑝)であり，このことから，蜘蛛の巣過程の定常状態
の価格は市場均衡の価格であることがわかる．
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不動点は図示することもできる．次のような図を書こう．下図の実線部分

が 𝑓 を表し，点線は 𝑥𝑡 = 𝑥𝑡−1のグラフである．

0 1
𝑎𝑡−1

0

1

𝑎 𝑡

実線と点線の部分の交点が関数 𝑓 の不動点である．これはなぜなら，交点
では以下の二式が満たされているからである．

𝑎𝑡 = 𝑓 (𝑎𝑡−1)
𝑎𝑡 = 𝑎𝑡−1

2.2. 不動点の安定性
不動点があったとしても，数列 (𝑎𝑡)がそこに辿り着くとは限らない．例え

ば, 𝑓 (𝑥) = 𝑥2 + 𝑥は 𝑥 = 0が定常状態である．しかし初期値が 𝑎0 = 1であ
れば，だんだん値が大きくなっていき，最終的には発散する．

このことを下記の図に書き込んで確かめてみよう．まず，𝑎0 = 1が初期値
である．すると，𝑎1 = 𝑓 (1) = 1 + 1 = 2となる．順々に計算していけば𝑎2 =
𝑓 (2) = 6，…となってどんどん大きくなる．

6



— Notes —
Date: · ·

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

中級経済数学 1 更新日: 2026年 03月 04日

0 1 2 6 10
𝑎𝑡−1

0
1
2

6

10
𝑎 𝑡

一方で，次の左図で，𝑎0 = 0.6ぐらいであればどうだろうか?これは次第

に真ん中に寄っていくはずである．右の図ならどうだろうか？

0 0.5 1
𝑎𝑡−1

0

0.5

1

𝑎 𝑡

0 0.5 1
𝑎𝑡−1

0

0.5

1

𝑎 𝑡

初期値が不動点 𝑎に十分に近ければ 𝑎𝑡 → 𝑎となるとき，不動点 𝑎は局所
安定であるという．特に，初期値がどこであっても𝑎𝑡 → 𝑎となれば大域安定
であるという.局所安定でないときにはその不動点は不安定であるという．

不動点が局所安定であるためには |𝑎𝑡 − 𝑎𝑡−1|がだんだん小さくなってい
く必要がある．ということは 𝑎𝑡+1 = 𝑓 (𝑎𝑡), 𝑎𝑡 = 𝑓 (𝑎𝑡−1)であるから，局所
安定であるときには
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|𝑓 (𝑎𝑡) − 𝑓 (𝑎𝑡−1)| < |𝑎𝑡 − 𝑎𝑡−1|

が成り立って欲しい．変形すれば

|𝑓 (𝑎𝑡) − 𝑓 (𝑎𝑡−1)|
|𝑎𝑡 − 𝑎𝑡−1|

< 1

という式である．これは 𝑎𝑡 → 𝑎となれば |𝑎𝑡 − 𝑎𝑡−1| → 0となるので，上の
不等式の左辺は微分の絶対値，|𝑓 ′(𝑎)|である．つまり，|𝑓 ′(𝑎)| < 1となるこ
とが局所安定となるための必要条件である．これは十分条件であることも実

は言えるので，局所安定かどうかを確かめるには不動点において，微分をす

ることでその絶対値が 1より小さいかどうかが言えればよい．

蜘蛛の巣過程を考えよう．𝑓 (𝑝) = 𝐷−1(𝑆(𝑝))と考えられるので，これを
微分すれば

𝑓 ′(𝑝) = 𝑆′(𝑝)
𝐷′(𝑝)

となるので，蜘蛛の巣過程の定常状態が安定である条件は |𝑆′(𝑝)| < |𝐷′(𝑝)|
である．

課題 2.
1. ソロー・モデルおよびネットワーク外部性のモデル（ただし，𝐺(𝑥) = 𝑥𝑎

とする）の定常状態を求めてみよう．

2. 1で求めた定常状態はどのような条件のもとで安定になるだろうか?

3. ソロー・モデルにおける定常状態での消費 (1 − 𝑠)𝑌 を最大にする貯蓄率
𝑠を計算してみよう（この貯蓄率は黄金律と呼ばれる）．

3. 動学的最適化問題と動的計画法

3.1. 動学的最適化問題
時間を通じた最適化問題，いわゆる動学的最適化問題を考える．例えば次

のような問題を考えてみよう．

8
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中級経済数学 1 更新日: 2026年 03月 04日

資産が 𝐴だけあり, 毎年それを切り崩して生活している人を考える. 𝑡年の
消費を𝐶𝑡, 𝑡年までに残っている資産を𝐴𝑡と書くことにする. 𝑡年の消費は𝐴𝑡

に依存することになるので𝐴𝑡の関数として𝐶𝑡 = 𝐶(𝐴𝑡)と書ける. そうすれ

ば次の年の資産 𝐴𝑡+1は次のように書ける．

𝐴𝑡+1 = 𝐴𝑡 −𝐶(𝐴𝑡)よって, 𝑓 (𝐴) = 𝐴 − 𝐶(𝐴)と考えれば，資産の数列
(𝐴𝑡)𝑡がある種の動学システムになることを確認できる.

問題は消費者はどのように資産を切り崩すのがベストかというところで，

このようなことを考えるのが動学的最適化問題である．

動学的最適化問題の一例として次のような問題を考える．

max𝑥1,𝑥2,…
𝑢(𝑥1) + 𝛿 ⋅ 𝑢(𝑥2) + 𝛿2 ⋅ 𝑢(𝑥3) +⋯+ 𝛿𝑘 ⋅ 𝑢(𝑥𝑘+1) +⋯

s.t. 𝑥1 + 𝑥2 +⋯ = 𝐴
(4)

つまりは「資産をちょうど使い切るように目的関数を最大化する 𝑥1, 𝑥2,…
を決めなさい」ということである．ただしすべての 𝑖について 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝐴で
あるとする．2ここでの 𝛿は割引因子になり，この目的関数は効用の割引現在
価値の総和を表していることになる．ただし消費する期間（人生）が無限に

続くことに注意せよ3．

3.2. 動的計画法

3.2.1. 最短経路問題

動学最適化問題を解くためには動的計画法がよく使われる．その発想を見

るため，以下のような問題を考えよう．

2つまりマイナスの消費や資産総額を超える消費はできないとする．
3人生は無限には続かないと思うかもしれないが，これはいつ人生が終わるかわからない

（𝛿は人生が終わる確率である）ということを表現しているとも言える．
9
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ある都市から別の都市に行くためにはいくつかの道がある．このとき，

最短距離で行くためにはどの道を通ればよいかを考える．この経路は次

の図で表される．

4km

2km 3km

5km

2km
4km

5km

1km

1km

1km

1km

2km

A

B

C

D

E F

G

H

I

このとき，上の図の Aから Iに行くにはどの道を辿ればいいだろ

うか？

単純に考えれば最短距離で行くためには，Aから Bに行くのにかかる距

離，AからCに行くのにかかる距離，AからDに行くのにかかる距離を計算

し，それぞれの都市に行くのにかかる距離を計算し，最後にそれらの距離を

足し合わせればよい．しかしこれでは計算が大変である．

そこで，発想を逆転させて，ゴールから辿っていく方法を考える．つまり，

まず IからGに行くのにかかる距離，IからHに行くのにかかる距離を計算す

る．すると，
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というように，目的地 Iを消去して，H,Gからそれぞれ Iに行く距離を計算

できる. このようにして，ゴールから逆算していくことを動的計画法と呼ぶ．

もっとやってみよう．各地点から Iに着くための最短経路を実線で，そうでな

いものを点線で描いている．実際の最短経路は赤く大きく描いている．そし

て，各地点から Iに行くための最短距離を地点の下に書いている．
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もし，同じ地点から行ける場合は短い経路の距離を記録する．そうすると，

最終的には Aから Iに行くのにかかる最短距離がわかる．この場合はまず D
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に行けば良いということだ．このようにして，動的計画法は最短経路問題を

解くのに使われる．

動的計画法の発想は次の通りである．まずゴールから逆算するというこ

と．そして，一度ゴールからの距離を計算できた後はそれを考えないことで

ある．実際に，上の方法では距離を計算できたらその地点を消して距離だけ

を記録していた．このようにして計算を減らすことができるのである．

3.2.2. ベルマン方程式

さて，以上のような発想を用いて動学最適化問題をどう解くかということ

を考える．消費する期間が無限に続くということは変数が無限にあるのでラ

グランジュ乗数法は使えない．このとき，役に立つのがベルマンの最適性原

理と呼ばれるものである．この考えを説明するために，(4)式の目的関数に注

目しよう．もしこの最大化問題の解が𝑥1 = 𝑥∗1を満たせば (4)式は次のように

変形できる．

𝑢(𝑥∗1) + 𝛿 × max𝑥2,𝑥3,…
[𝑢(𝑥2) + 𝛿 ⋅ 𝑢(𝑥3) +⋯+ 𝛿𝑘−1 ⋅ 𝑢(𝑥𝑘+1) +⋯]

s.t. 𝑥2 + 𝑥3 +⋯ = 𝐴− 𝑥∗1
(5)

ただし第 2項目のmax以降は s.t.以下の制約条件を満たす上での𝑢(𝑥2) +
𝛿 ⋅ 𝑢(𝑥3) +⋯+ 𝛿𝑘−1 ⋅ 𝑢(𝑥𝑘+1) +⋯の最大値という意味である．(5)式の

ように第 2項目以降をカッコでくくればこの角カッコの中身は (4)式と同じ

ような問題が繰り広げられているということになる．これは 𝑥𝑘が無限に続い
ていることによる．ただしこの場合は資産が𝐴から第 1期の消費額を引いた
𝐴− 𝑥∗1になることに注意である．制約も第 1期の消費を除いた第 2期から始
まっている．

さてここで，達成できる効用の最大値が資産𝐴の関数であると考えれば, そ

のときの最大値を以下のように𝑊(𝐴)と置くことができる．
𝑊(𝐴) = max𝑥1,𝑥2,…

𝑢(𝑥1) + 𝛿 · 𝑢(𝑥2) + 𝛿2 ⋅ 𝑢(𝑥3) +⋯+ 𝛿𝑘 ⋅ 𝑢(𝑥𝑘+1) +⋯

s.t. 𝑥1 + 𝑥2 +⋯ = 𝐴

12
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そうすると，第 2項目以降が資産が𝐴− 𝑥∗1である以外は (4)式と同じ問題

になるということより，以下の等式が言える4．

𝑊(𝐴− 𝑥1) = max𝑥2,𝑥3,…
[𝑢(𝑥2) + 𝛿 ⋅ 𝑢(𝑥3) +⋯+ 𝛿𝑘−1 ⋅ 𝑢(𝑥𝑘+1) +⋯]

 s.t. 𝑥2 + 𝑥3 +⋯ = 𝐴− 𝑥1

したがって，第 2項目以降を 𝛿でくくれば，以下のように (5)式を変形で

きることになる．

𝑊(𝐴) = max𝑥1
[𝑢(𝑥1) + 𝛿 ×𝑊(𝐴 − 𝑥1)] (6)

(4)式の最大化問題をこのような形に変形できることをベルマンの最適性

原理と呼び, (6)式をベルマン方程式と呼ぶ．またここで出てくる𝑊は価値関
数と呼ばれる．ベルマン方程式を使った最適化問題の解法をダイナミック・プ

ログラミング（動的計画法）と呼ぶ．

これが最初に見た最短経路問題とどのような関係があるか見ていこう．こ

こで考えるゴールとは無限先の地点である．この場合では，資本の量𝐴がそ
の地点である．そして，地点𝐴から地点𝐴− 𝑥1に行く「距離」が𝑢(𝑥1)であ
ると考えることができる．𝑊(𝐴− 𝑥1)は地点𝐴− 𝑥1からゴール地点に行く
最短距離である．このようにして，最短経路問題と動的計画法の関係がわか

る．ただし，最短経路問題では距離をなるべく小さくしたいので「最短」で

あったが，この場合は効用を「最大」にしたいので最短距離は最大化された効

用に対応することに注意である．

ベルマン方程式の特徴は関数の定義の中にその関数自身が含まれているこ

とである．こういったものは再帰的であると言う．このような考え方によっ

て動学システムにおける問題を比較的簡単に扱うことができるようになる．

3.3. 最適貯蓄問題
ベルマンの最適性原理をどのように使うかを例を使って説明する．𝑢(𝑥) =

𝑙𝑛(𝑥)とします．すると，ベルマン方程式によれば以下の通りになる．

4ここで考える期間が無限であるというところが効いている．
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𝑊(𝐴) = max𝑥 [ln(𝑥) + 𝛿 ⋅ 𝑊(𝐴 − 𝑥)]

ただし, 𝑊の中に𝐴, 𝑥の両方が入っているのが面倒なので𝐴− 𝑥 = 𝑦と置
き換え，問題を次のように置き換える．これは 𝑦を貯蓄額と考えれば自然な
ことである．

𝑊(𝐴) = max𝑦 [ln(𝐴 − 𝑦) + 𝛿 ⋅ 𝑊(𝑦)] (7)

右辺は単なる最大化問題として考えれば良いので，微分を使って考える．

つまり以下の等式が一階条件になる5．

1
𝐴 − 𝑦 = 𝛿 ⋅ 𝑊′(𝑦) (8)

と言っても𝑊がどんな関数かわからないのでこれだけでは解けない．そこ
で，𝑊を適当に予想してみて，そしてそれがベルマン方程式を満たすかどう
かを確認するという方法を考える．この手法を推測と確認 (guess and verify)

と呼ぶ.例えば𝑊(𝑦) = 𝛽 ln(𝛼𝑦)と推測する.すると (8)式より一回の条件は

以下のとおりになる．

1
𝐴 − 𝑦 = 𝛿𝛽1𝑦 (9)

(9)式の解を 𝑦∗とすれば 𝑦∗ = 𝛿𝛽
1+𝛿𝛽𝐴と計算できる．これをベルマン方程

式に代入すれば以下の等式が成立することになる．

𝑊(𝐴) = ln(𝐴 − 𝑦∗) + 𝛿 ⋅ 𝑊(𝑦∗)

𝛽 ln(𝛼𝐴) = ln( 1
1 + 𝛿𝛽

𝐴)+ 𝛿𝛽 ln(𝛼𝐴 𝛿
1 + 𝛿𝛽

)

𝛽 ln(𝐴) +⋯ = (𝛿𝛽 + 1) ⋅ ln(𝐴) +⋯

この式がどんな 𝐴についても成り立たなくてはいけないので，両辺
の 𝑙𝑛𝐴の係数が一致するように 𝛽の値を求める．つまり 𝛽 = 𝛿𝛽 + 1，変形

5本当は𝑊 が凹関数かどうかを考えなければいけないが，この講義ではそこは良いもの
とする．
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すると𝛽 = 1
1−𝛿とならなければいけない．これによって，推測の式𝑊(𝑦) =

𝛽 ln(𝛼𝑦)に求めた 𝛼,𝛽を代入して 𝑊(𝐴) = 1
1−𝛿 ln(𝐴 ⋅ (1 − 𝛿) ⋅ 𝛿

𝛿
1+𝛿)

が得られる．実際これはベルマン方程式を満たし，𝑊(𝐴)が資産が𝐴のとき
の効用の最大値であることがわかる．

そして，このベルマン方程式によって定義される最大化問題max𝑦 ln(𝐴 −
𝑦) + 𝛿𝑊(𝑦)の解が最適な貯蓄額 𝑦となる．つまり，𝛽 = 1

1−𝛿 であることを

使えば最適な貯蓄額は 𝑦 = 𝛿𝐴と計算でき，これによって資産が 𝐴のときの
最適な消費量は 𝑥 = (1 − 𝛿)𝐴となる．

ところでどこからこのような推測が出てくるのかと疑問に思うかもしれな

い．これは次のようにして考える．まず適当な関数，𝑊0(𝐴) = 0を取ってき
て，𝑊(𝑦) = 𝑊0(𝑦)だと思って最適化問題 (7)式を解く．そうすると ln(𝐴 −
𝑦) + 0を最大化することになり，そのときの最大化解は 𝑦 = 0で最大値は

ln(𝐴 − 0) = ln(𝐴)

である．したがって，𝑊1(𝐴) = ln𝐴とおいて，それを𝑊(𝑦) = 𝑊1(𝑦)とし
て同じように (7)式を解く. そうすると，そのときの最大値はある実数𝛼,𝛽に
ついて，𝛽 ln(𝛼𝐴)といった形になっている．これを「推測」として使用する．
なぜこの方法でうまくいくかは Section 5で議論することになる.

課題 3.
𝑢(𝑥) = 𝑥

1
2 のとき，(4)式の最大化問題を解いてみよう．

4. 最適停止問題
この章では最適停止問題と呼ばれる問題を導入し，ダイナミックプログラ

ミングの手法を用いて分析する．確率が入ってくるが，初歩的な範囲では大

して影響はない．最適停止問題とは，大雑把に言えば，読んで字の如く「い

つやめるべきか」を考える問題である．

最適停止問題の具体例として次の問題を考えてみよう．
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1. 職探し（サーチ問題）：職探しをしている Aさんがいる．毎日１件のオ

ファーがあり，一度断るとそこには就職できない．オファーは賃金だけが

異なり，それは𝑤𝑡と書かれる．これは𝑤𝑡 ∈ [0, 1]の確率変数で，[0, 1]
上を一様に分布しているとする．どれほどのオファーが出たら職探しをや

めるべきだろうか？

2. バンディット問題：スロットマシンがある．スロットマシンを動かすには

100円が必要で，あたりが出たら 1000円の賞金が出る．スロットマシン
が壊れていなければあたりは出ない．一方でスロットマシンが壊れていた

ら確率 𝑞であたりが出て，1000𝑞 > 100らしい．壊れている確率は 𝑝ら
しい．さて，何回チャレンジしたら諦めるべきだろうか？

4.1. サーチ問題
サーチの最適停止問題を考えてみよう．まず，𝑤だけの賃金を提案された

ときの「価値」を考える．これは次のように計算できる．

𝑉(𝑤) = max{𝑤, 𝛿∫
1
0
𝑉(𝑤′) d𝑤′}

これは，もしオファーを受けることを決断すれば 𝑤だけの賃金が得られ，
逆に断れば職探しをやり直すからである．今すぐ職探しをやめて𝑤だけの賃
金を得るか，1日待って，別のオファーが来るのを待つか，そのどちらか良い

方を選ぶのである．待つと割引因子 𝛿がかかることに注意である．これは待
つことのコストを意味している．また，そのときは𝑤′だけの賃金をオファー

されるので，そのことの価値の期待値を考えている．

今，その基準を𝑤とする．つまり𝑤 < 𝑤なら職探しを続け，そうでない
なら職探しをやめる．すると，以下の等式が成り立つ．

𝑉(𝑤) =
{

𝑤  if 𝑤 > 𝑤
𝛿∫

1
0
𝑉(𝑤′) d𝑤′  if 𝑤 ≤ 𝑤 (10)

ここから，以下の等式が言える．
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𝛿∫
1
0
𝑉(𝑤′) d𝑤′ = 𝑤 (11)

さて，(10)式より，

∫
1
0
𝑉(𝑤′) d𝑤′ = ∫

𝑤
0
𝑤d𝑤′ +∫

1
𝑤
𝑤′ d𝑤′

= 𝑤2 + 1
2(1 − 𝑤2) = 1

2 + 𝑤2

であるので，(11)式に代入すれば

𝑤 = 𝛿
2 ⋅ (1 + 𝑤2)

と言う式が成立する．この二次方程式を解けば職探しをやめる基準の賃金を

求めることができる．

4.2. バンディット問題
スロットマシンがある．スロットマシンを動かすには 100円が必要で，あ

たりが出たら 1000円の賞金が出る．スロットマシンが壊れていなければあ
たりは出ない．一方でスロットマシンが壊れていたら確率𝑞であたりが出て，
1000𝑞 > 100らしい．壊れている確率は 𝑝らしい．さて，何回チャレンジし
たら諦めるべきだろうか？

まずすぐわかることは，あたりが出た時点でそのスロットマシンは故障し

ていることがわかる．一方でハズレが出る限りでは故障しているかどうかが

わからない．また，チャレンジしなければスロットマシンについての情報は

得られない．いま，𝑡回チャレンジし，ハズレが出た時点で故障している確率
を 𝑝𝑡とする．𝑝0 = 𝑝である．

条件付き確率の計算式から，𝑝𝑡は次のように推移する

𝑝𝑡 =
(1 − 𝑞) ⋅ 𝑝𝑡−1

(1 − 𝑞) ⋅ 𝑝𝑡−1 + (1 − 𝑝𝑡−1)

𝑝𝑡 − 𝑝𝑡−1 = −𝑞(1 − 𝑝𝑡−1)𝑝𝑡−1
1 − 𝑝𝑡−1𝑞
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また，𝑡回ハズレが出た時点での価値を𝑉𝑡, あたりが出たときの価値を𝑉∗

とする．これは割引因子を 𝛿とすると，

∑
∞

𝑖=0
𝛿𝑖(1000𝑞 − 100) = 1

1 − 𝛿
(1000𝑞 − 100)

となる．これらを用いればベルマン方程式は次のように書ける．

𝑉𝑡 = max{𝑝𝑡𝑉∗ + (1 − 𝑝𝑡)𝛿𝑉𝑡+1 − 100, 0}

ここで，𝑇 回ハズレが出たらチャレンジをやめるとしよう．そうすると，

𝑝𝑇+1𝑉∗ − 100 < 0

となっているはずである．ここから，これを満たすような最小の 𝑇 を求め
ればチャレンジをやめるべき時点を求めることができる．そして，これより

𝑉𝑇+1 = 0がわかるので，𝑉𝑇 = 𝑝𝑡𝑉∗ − 100となり，あとは順々に計算して
いけば 𝑉𝑡を計算することができる．

課題 4.
1. 現実の問題で最適停止問題と考えられるものにはどのようなものがある

だろうか？一つ例を挙げ，(1)何が時間とともに変化し，(2)何を決めるの

か答えなさい．

2. サーチ問題で，オファーされた賃金をキープしたまま職探しを続けること

ができた場合，職探しをやめる基準はどのように変化するだろうか？計算

しなさい．

5. 動的計画法の最適性

5.1. ベルマンの最適性原理
動学的最適化問題を次のように一般化して書こう．

max
(𝑥𝑡)[

𝑢(𝑥0, 𝑥1) +∑
∞

𝑡=1
𝛿𝑖𝑢(𝑥𝑡, 𝑥𝑡+1)

]


s.t., 𝑥𝑡+1 ∈ 𝐺(𝑥𝑡)
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ここで，𝐺は制約条件である．例えば，𝑥𝑡を 𝑡期の資産だとすると𝐺(𝑥𝑡) =
[0, 𝑥𝑡]となる．この場合，𝑡期の消費は 𝑥𝑡+1 − 𝑥𝑡である．

ここで，以下のように価値関数を定義する．

𝑉(𝑥) = max
(𝑥𝑡)[

𝑢(𝑥0, 𝑥1) +∑
∞

𝑡=1
𝛿𝑖𝑢(𝑥𝑡, 𝑥𝑡+1)

]


s.t., 𝑥𝑡+1 ∈ 𝐺(𝑥𝑡)
𝑥0 = 𝑥

このとき，もし (𝑥∗𝑡 )が以下の等式を満たすとする．

𝑉(𝑥) =
[
𝑢(𝑥0, 𝑥∗1) +∑

∞

𝑡=1
𝛿𝑖𝑢(𝑥∗𝑡 , 𝑥∗𝑡+1)

]


s.t., 𝑥∗𝑡+1 ∈ 𝐺(𝑥∗𝑡 )

そうすると，以下の等式が成り立つ．

𝑉(𝑥0) = 𝑢(𝑥0, 𝑥∗1) + 𝛿 ⋅ 𝑉(𝑥∗1)

𝑉(𝑥∗𝑡 ) = 𝑢(𝑥∗𝑡 , 𝑥∗𝑡+1) + 𝛿 ⋅ 𝑉(𝑥∗𝑡+1)

これを示そう．(𝑥∗𝑡 )は最大値を与えるので, 𝑥∗1 = 𝑥1かつ𝑥𝑡+1 ∈ 𝐺(𝑥𝑡)を
みたすすべての (𝑥𝑡)について，

𝑢(𝑥0, 𝑥∗1) +∑
∞

𝑡=1
𝛿𝑖𝑢(𝑥∗𝑡 , 𝑥∗𝑡+1) ≥ 𝑢(𝑥0, 𝑥∗1) + 𝛿 ⋅ 𝑢(𝑥∗1, 𝑥2) +∑

∞

𝑡=1
𝛿𝑖+1𝑢(𝑥𝑡+1, 𝑥𝑡+2)

𝛿 ⋅ 𝑢(𝑥∗1, 𝑥∗2) +∑
∞

𝑡=1
𝛿𝑖+1𝑢(𝑥∗𝑡 , 𝑥∗𝑡+1) ≥ 𝛿 ⋅ 𝑢(𝑥∗1, 𝑥2) +∑

∞

𝑡=1
𝛿𝑖+1𝑢(𝑥𝑡+1, 𝑥𝑡+2)

𝑢(𝑥∗1, 𝑥∗2) +∑
∞

𝑡=1
𝛿𝑖𝑢(𝑥∗𝑡 , 𝑥∗𝑡+1) ≥ 𝑢(𝑥∗1, 𝑥2) +∑

∞

𝑡=1
𝛿𝑖𝑢(𝑥𝑡+1, 𝑥𝑡+2)

となる．これより，左辺が 𝑉(𝑥∗1)であることがわかるので，𝑉(𝑥0) =
𝑢(𝑥0, 𝑥∗1) + 𝛿 ⋅ 𝑉(𝑥∗1)であることがわかる．

つぎに，ベルマン方程式，𝑊(𝑥) = max𝑦∈𝐺(𝑥){𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝛿𝑊(𝑦)}の解，
𝑊 が 𝑉 に等しいことを示そう．
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まず，最適性を用いて𝑊 を次のように展開していく．
𝑊(𝑥) ≥ 𝑢(𝑥, 𝑥1) + 𝛿𝑊(𝑥1)

≥ 𝑢(𝑥, 𝑥1) + 𝛿𝑢(𝑥1, 𝑥2) + 𝛿2𝑊(𝑥2)

≥
[
𝑢(𝑥, 𝑥1) +∑

𝑛

𝑖=1
𝑢(𝑥𝑡, 𝑥𝑡+1)

]
 + 𝛿𝑛+1𝑊(𝑥𝑛+1)

そうすると，𝛿 ∈ (0, 1)ならば lim𝑛→∞ 𝛿𝑛+1𝑊(𝑥𝑛+1) = 0となるので，
𝑊(𝑥) ≥ 𝑢(𝑥, 𝑥1) +∑∞

𝑡=1 𝛿
𝑖𝑢(𝑥𝑡, 𝑥𝑡+1)であることが𝑥0 = 𝑥を満たすどん

な(𝑥𝑡)についても成立することがわかる．これは𝑊(𝑥)が最大値を与えてい
ることを意味するので，𝑊(𝑥) = 𝑉(𝑥)であることがわかる．

5.2. 関数方程式の解の存在とバナッハの不動点定理
ベルマン方程式は関数方程式である．つまり，解が「関数」になっている

方程式のことである．このような方程式の解が存在するかどうかは一つの重

要な問題である．この節ではベルマン方程式に解が存在することを示そう．

そのために，以下を準備する．まず，入力を関数，出力も関数とするよう

な関数を考える．これは汎関数と呼ばれる．汎関数の値をΦ[𝑓 ]などと書く
ことにする．Φ[𝑓 ]自身が関数である．例えばベルマン方程式の右辺は汎関数
である．積分も汎関数の例である．汎関数の値自身が関数であるので，その

関数の入力が 𝑥のときの値をΦ[𝑓 ](𝑥)と書くことにする．

つぎに，関数同士の距離を考えよう．これには色々な種類がある．例えば

もし関数 𝑓 , 𝑔が積分できるならば

∫|𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥)| d𝑥

は一種の距離のような性質を満たす．これは 𝐿1距離という 6．また，

6距離というためには距離が0になるものは同じものだけという条件がある．言い換えれ
ば，𝑥 ≠ 𝑦なら 𝑥と 𝑦の距離は 0でなく正であって欲しいのである．𝐿1距離は実際には擬
距離というものに分類される．これは 𝑓 ≠ 𝑔でも∫|𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥)| d𝑥 = 0のケースがあるか
らである．例えば 𝑥 ≠ 1なら 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥)だが 𝑥 = 1なら 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥) + 1となるような
ふたつの関数 𝑓 , 𝑔だと 𝐿1距離はゼロであるが 𝑓 ≠ 𝑔である．
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max𝑥(𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥))という距離も考えられる．これは最大値距離，あるいは
𝐿∞距離という．

ここでは関数間の距離を 𝑑(𝑓 , 𝑔)と書くことにする．距離であればなんで
も良いのでこう言った書き方をする．

さて，ある汎関数Φが縮小写像であるとは，実数 𝜌 ∈ (0, 1)について，次
の不等式を満たすことをいう．

𝑑(Φ[𝑓 ],Φ[𝑔]) < 𝜌 ⋅ 𝑑(𝑓 , 𝑔)

縮小写像には一般に次の結果が成り立つ．

定理 1 (バナッハの不動点定理).  Φを縮小写像とするとき，Φ[𝑓 ] = 𝑓
となる 𝑓 がただ一つ存在する．

これを見るため，𝑓𝑛 = Φ[𝑓𝑛−1]という関数の列を作る．こうすると，縮
小写像の性質から次の不等式が成り立つ．

𝑑(𝑓𝑛, 𝑓𝑛−1) = 𝑑(Φ[𝑓𝑛−1],Φ[𝑓𝑛−2])

≤ 𝛿𝑑(𝑓𝑛−1, 𝑓𝑛−2)

⋯ ≤ 𝛿𝑛−1𝑑(𝑓1, 𝑓0)

そうすると，𝑓𝑛と 𝑓𝑛−1の差は縮まり，𝑛 → ∞となればこの列は収束する
7．収束先では 𝑓𝑛 = Φ[𝑓𝑛−1]が成立するのでそれは不動点だというわけだ．

また，この不動点は一つしかない．もし不動点が 𝑓 と 𝑔の二つあれば，
𝑑(𝑓 , 𝑔) > 0となるわけであり，さらに 𝑓 = Φ[𝑓 ], 𝑔 = Φ[𝑔]となる．しかし

𝑑(𝑓 , 𝑔) = 𝑑(Φ[𝑓 ],Φ[𝑔]) ≤ 𝛿𝑑(𝑓 , 𝑔)

となってしまい，𝛿 < 1なので矛盾が発生する．

7実際には，𝑓𝑛と 𝑓𝑛−1の差が 0に収束したとしても収束先がちゃんと目標の関数となっ
ているとは限らない．このようなことがうまくいくためには完備空間というものを考える
必要があるがここではそう言ったことはうまくいくものとしよう．
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不動点が一つしかなく，また不動点の作り方からこうして作った列は初期

値がどこであっても不動点に収束することがわかる．

それでは，このバナッハの不動点定理を使ってベルマン関数の解の存在を

示そう．

まず，次の性質を満たす汎関数が縮小写像であることを示す．距離は最大

値距離を考えよう．

Φ[𝑓 + 𝛼] ≤ Φ[𝑓 ] + 𝛿𝛼

Φ[𝑓 ] ≥ Φ[𝑔]  if 𝑓 ≥ 𝑔

ここで 𝛼は常に定数 𝛼を出力する関数であり，𝛼 > 0としている．また，
𝛿 ∈ (0, 1)である．ただし，関数 𝑓 , 𝑔について，𝑓 ≥ 𝑔は 𝑓 (𝑥) ≥ 𝑔(𝑥)がす
べての 𝑥について成立することをいう．

これを確かめるために適当な関数 𝑓 , 𝑔をとる．まず , 𝑑(𝑓 , 𝑔) =
max𝑥|𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥)|であることから

𝑓 (𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) + 𝑑(𝑓 , 𝑔)

であるので，𝛼 = 𝑑(𝑓 , 𝑔)とおけば 𝑓 ≤ 𝑔 + 𝛼．すると，以下の不等式が成立
する．

Φ[𝑓 ] ≤ Φ(𝑔 + 𝑑(𝑓 , 𝑔)) ≤ Φ[𝑔] + 𝛿 ⋅ 𝑑(𝑓 , 𝑔)

そうすれば

Φ[𝑓 ] −Φ[𝑔] ≤ 𝛿 ⋅ 𝑑(𝑓 , 𝑔)

となる．同様にΦ[𝑔] −Φ[𝑓 ] ≤ 𝛿 ⋅ 𝑑(𝑓 , 𝑔)も示すことができるので，Φは
縮小写像であることがわかる．

さて，ベルマン方程式の右辺をΦと置こう．すると以下の通りである．

Φ[𝑊](𝑥) = max
𝑦∈𝐺(𝑥)

{𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝛿 ⋅ 𝑊(𝑦)}

すると，Φ[𝑊]は𝑊 の値が増えれば増え，さらに正の定数 𝛼について次
の等式が成り立つ．
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Φ[𝑊 + 𝛼](𝑥) = max
𝑦∈𝐺(𝑥)

{𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝛿 ⋅ (𝑊(𝑦) + 𝛼)}

= max
𝑦∈𝐺(𝑥)

{𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝛿 ⋅ (𝑊(𝑦))} + 𝛿𝛼

= Φ[𝑊] + 𝛿𝛼

よってΦが縮小写像であることがわかり，さらにベルマン方程式は𝑊 =
Φ(𝑊)であるので，その解が一意に存在することがわかる．

さらに言えば，𝑊0を適当な関数として，𝑊𝑡+1 = Φ[𝑊𝑡]を計算していく
ことで，バナッハの不動点定理の証明のように (𝑊𝑡)が不動点，つまりベル
マン方程式の解に収束することを保証する．実際にコンピューターによって

ベルマン方程式の解を見つけるときはこのようにして計算する．この方法は

価値反復法 (value iteration)と呼ばれる．

課題 5.
次のいずれかのひとつの問いに答えなさい．

1. 価値反復法を使って，次のベルマン方程式の解を数値的に求めなさい．

𝑊(𝑥) = max
𝑦∈[0,1]

{𝑥(1 − 𝑦) + 0.9 ×𝑊(𝑦)}

ただし，𝑥 ∈ [0, 1]である．
2. |𝜆|が十分小さいとき，次の関数方程式（線形ヴォルテラ積分方程式）に解
が存在することを示しなさい．

𝑓 (𝑥) = ℎ(𝑥) + 𝜆∫
𝑥
0
𝜑(𝑥, 𝑡)𝑓 (𝑡) d𝑡.

ただし，𝜑(𝑥, 𝑡)の定義域は 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1であり，
max𝑥,𝑡|𝜑(𝑥, 𝑡)| < 𝑀 となる実数𝑀 <∞が存在するとする．

6. 多変数の動学システム
今までは一変数の動学システムを扱った．この章からは多変数の動学シス

テムを扱う．
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6.1. 例
1.（決定論的）IS-LMモデル．𝑦をGDP, 𝜋をインフレ率，𝑖を利子率とする．
このとき，IS-LMモデルではこれらに次の関係がある．

𝑦𝑡+1 = 𝜌 ⋅ 𝑦𝑡 −𝜎 ⋅ (𝑖𝑡 −𝜋𝑡+1)

𝜋𝑡+1 = 𝛾 ⋅ 𝜋𝑡 + 𝛼 ⋅ 𝑦𝑡
𝑖𝑡 = 𝑞1 ⋅ 𝜋𝑡 + 𝑞2 ⋅ 𝑦𝑡

2. マルコフ連鎖. 人々は失業・就業・教育の三つのうちいずれかの状態であ

るとする．失業している状態から就業する確率は 𝑝1, 教育を受ける確率は

𝑞1,就業している状態から失業する確率は 𝑟2, 教育を受ける確率は 𝑞2,教

育を受けている状態から就業する確率は 𝑝3, 失業状態になる確率は 𝑟3と
する．このとき，失業割合を𝑅, 就業割合を𝑃, 教育割合を𝑄とすれば以下
のようになる．

𝑅𝑡+1 = 𝑟1𝑅𝑡 + 𝑟2𝑃𝑡 + 𝑟3𝑄𝑡

𝑄𝑡+1 = 𝑞1𝑅𝑡 + 𝑞2𝑃𝑡 + 𝑞3𝑄𝑡

𝑃𝑡+1 = 𝑝1𝑅𝑡 + 𝑝2𝑃𝑡 + 𝑝3𝑄𝑡

3. ネットワーク上の伝播. 𝑛人からなるネットワークを考える．𝑖と 𝑗がつな
がっているとき，(𝑖, 𝑗)成分が 1となるような行列 𝐴を考える．この行列
によって，人と人とのつながりが表現されているものとする．ある日，𝑖 =
3, 4, 7に 𝑧だけのショックが発生し，そのショックの 𝛿の割合だけ，そこ
とつながりがある人々に伝播するとしよう．そうすると，その最初の影響

は 𝑥1𝑖𝑗 = 𝛿𝑧𝑎𝑖𝑗 と表現できる．更にその翌日にはそのショックがさらに別
の人々に伝播するとしよう．そうすると，その影響はネットワークを介し

て広がっていくことになる．
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3

4

1

5

6

7

2

多くの例では，動学システムはベクトルの列 ( ⃗𝑥𝑡)で，これは行列𝐴を使っ
て

⃗𝑥𝑡 = 𝐴 ⃗𝑥𝑡−1

という形で表すことができる．このような形は遷移関数が行列という線形関

数で書けるので線形システムとも言う．

このような線形動学システムでは，𝑡期先の状態は ⃗𝑥𝑡 = 𝐴𝑡 ⃗𝑥0と表される．
したがって，𝐴𝑡がどのようなカタチをしているのかを知ることができれば，

この動学システム自体がどのような振る舞いをするのかを理解することがで

きる．続く節では𝐴𝑡がどのようなカタチをしているのかを理解するための道

具を導入しよう．

課題 6.
例で挙げた動学システムをそれぞれ行列で表現しなさい．

7. 行列の復習
以下は非常に一般的に書いているが，講義では非常にシンプルなケースに

限って同じことを説明する．特殊なケースで理解できたのであれば，一般の

ケースに挑戦してみよう．
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7.1. 線形関数と行列
𝑛次元ベクトルから𝑚次元ベクトルへの関数 𝑓 を考える．この関数が線形

関数であるとは，ベクトル 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛について，次の条件を満たすことであ

る．
𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦)

𝑓 (𝜆𝑥) = 𝜆𝑓 (𝑥)

ただし 𝜆 ∈ ℝである．ところで， ⃗𝑥 ∈ ℝ𝑛とするとき，

⃗𝑥 = 𝑥1
[


1
0
⋮
0]



+ 𝑥2

[


0
1
⋮
0]



+⋯+ 𝑥𝑛

[


0
0
⋮
1]




と書けることに注意しよう．ここで ⃗𝑒𝑖を 𝑖番目の成分が 1, それ以外の成分が

0であるベクトルとおけば

⃗𝑥 = 𝑥1 ⃗𝑒1 + 𝑥2 ⃗𝑒2 +⋯+ 𝑥𝑛 ⃗𝑒𝑛

と書ける．ここで，関数の線形性を使えば

𝑓 ( ⃗𝑥) = 𝑥1𝑓 ( ⃗𝑒1) + 𝑥2𝑓 ( ⃗𝑒2) +⋯+ 𝑥𝑛𝑓 ( ⃗𝑒𝑛)

と書けることになる．

したがって 𝑛個のベクトル，𝑓 ( ⃗𝑒1), 𝑓 ( ⃗𝑒2),…, 𝑓 ( ⃗𝑒𝑛)がわかっていれば関
数 𝑓 については十分わかったことになる．これらのベクトルを ⃗𝑎1,…, ⃗𝑎𝑛と書
く．ただし

⃗𝑎𝑖 =
[

𝑎1𝑖

⋮
𝑎𝑚𝑖]




である．そうすると，これらのベクトルを横に並べた以下のような表記を考

えることができる．

𝐴 =
[

𝑎11

⋮
𝑎𝑚1

⋯
⋱
⋯

𝑎1𝑛
⋮

𝑎𝑚𝑛]
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これを行列と呼び，𝑓 (𝑥) = 𝐴 ⃗𝑥と書くものとする．その値のベクトルは以
下のように計算できる．

𝐴 ⃗𝑥 = ∑
𝑛

𝑖=1
𝑥𝑖𝑎𝑖 = ∑

𝑛

𝑖=1
𝑥𝑖
[

𝑎1𝑖

⋮
𝑎𝑚𝑖]



=
[


∑𝑎1𝑖𝑥𝑖

⋮
∑𝑎𝑚𝑖𝑥𝑖]





こうしてできた行列は縦に𝑚個，横に𝑛個の数を並べたものである．こう
いう場合は𝑚× 𝑛行列，あるいは𝑚行 𝑛列の行列と言う．

行列の，上から数えて縦に 𝑖番目，左から数えて横に 𝑗番目の数を (𝑖, 𝑗)成
分と呼ぶ．例えば次の行列の (2, 4)成分は 8である．

[

15
𝑎

2
6
𝑏

3
7
𝑐

4
8
𝑑]



この資料では一般的に，行列 𝐴の (𝑖, 𝑗)成分を 𝑎𝑖𝑗 か 𝐴𝑖𝑗 と書く．

以上は行列𝐴にベクトル 𝑥を作用させるケースであったが，今度は行列𝑋
を作用させるケースを考えてみる．これは行列を ℓ個の縦ベクトル

𝑋 = [ ⃗𝑥1 ⋯ ⃗𝑥ℓ]

と考えて，𝐴 ⃗𝑥1,…,𝐴 ⃗𝑥ℓを並べたものと考える．ただし， ⃗𝑥𝑖 =
[

𝑥1𝑖
⋮

𝑥𝑛𝑖]
である．

つまり

𝐴𝑋 = [𝐴 ⃗𝑥1 ⋯ 𝐴 ⃗𝑥ℓ]

= [∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖1𝑎𝑖 ⋯ ∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖ℓ𝑎𝑖]

=
[
∑

𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖1[


𝑎1𝑖
⋮

𝑎𝑚𝑖]
 … ∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖ℓ[

𝑎1𝑖
⋮

𝑎𝑚𝑖]

]


となる．

したがって，𝐴𝑋 は𝑚× ℓ行列になり，その (𝑖, 𝑗)成分は∑𝑛
𝑘=1 𝑎𝑖𝑘𝑥𝑘𝑗と

なる．
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行列の中で最も基本的なものひとつは単位行列と呼ばれるものである.こ

れは 𝐼 =
[

10
⋮
0

0
1
⋮
…

…
…
⋱
…

0
0
⋮
1]


= [ ⃗𝑒1,…, ⃗𝑒𝑛]となる行列である．ただし，𝑛 = 𝑚とし

ている．𝐴が 𝑛 × 𝑛行列であれば 𝐴𝐼 = 𝐴となる8．

7.2. 行列式
𝑛 × 𝑛行列𝐴 = [𝑎⃗1 … 𝑎⃗𝑛]を考える．以下の性質を満たすものを𝐴の行列

式と呼び，det(𝐴)で書き表す．

分配法則

det([ ⃗𝑎1 … ⃗𝑎𝑖 + 𝑏⃗𝑖 … ⃗𝑎𝑛]) =
det([ ⃗𝑎1 … ⃗𝑎𝑖 … ⃗𝑎𝑛]) + det([ ⃗𝑎1 … 𝑏⃗𝑖 … ⃗𝑎𝑛])

スカラー倍法則 det([𝑎⃗1 … 𝜆𝑎⃗𝑖 … 𝑎⃗𝑛]) = 𝜆 det([𝑎⃗1 … 𝑎⃗𝑖 … 𝑎⃗𝑛])
交代法則 det([𝑎⃗1 … 𝑎⃗𝑖 … 𝑎⃗𝑗 … 𝑎⃗𝑛]) = − det([𝑎⃗1 … 𝑎⃗𝑗 … 𝑎⃗𝑖 … 𝑎⃗𝑛])
一致退化法則 もし ⃗𝑎𝑖 = ⃗𝑎𝑗 が相異なる 𝑖, 𝑗について成り立つなら

det([𝑎⃗1 … 𝑎⃗𝑛]) = 0
基準化 det(𝐼) = 1

では行列式が一般にどのように計算できるかを考えてみよ

う．まず， ⃗𝑒𝑖を 𝑖番目の成分が 1, それ以外の成分が 0である
ベクトルであることを思い出そう．したがって， 𝐼 = [ ⃗𝑒1 ⋯ ⃗𝑒𝑛]

で あ る ． ま た ， 列 ベ ク ト ル ⃗𝑎𝑗 =
[

𝑎1𝑗
⋮

𝑎𝑛𝑗]
は 次 の よ う に 書 け る ．

⃗𝑎𝑗 = ∑
𝑛

𝑖=1
⃗𝑒𝑖𝑎𝑖𝑗

行列式det(𝐴)を分配法則を使って分解することを考えると，以下のような
展開が可能である．

8𝑛 × 𝑛の単位行列であることを強調するために 𝐼𝑛などと書くこともある．
28
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det(𝐴) = det([ ⃗𝑎1 ⋯ ⃗𝑎𝑛])

= det([∑𝑛
𝑖=1 ⃗𝑒𝑖𝑎𝑖1 ⃗𝑎2 ⋯ ⃗𝑎𝑛])

= ∑
𝑛

𝑖=1
𝑎𝑖1 det([ ⃗𝑒𝑖 ⃗𝑎2 ⋯ ⃗𝑎𝑛])

⋯ = ∑
𝑛

𝑖1=1
𝑎𝑖11⋯ ∑

𝑛

𝑖𝑛=1
𝑎𝑖𝑛𝑛 det([ ⃗𝑒𝑖1 ⋯ ⃗𝑒𝑖𝑛])

= ∑
(𝑖1,…,𝑖𝑛)∈{1,…,𝑛}𝑛

∏
𝑛

𝑗=1
𝑎𝑖𝑗𝑗 det([ ⃗𝑒𝑖1 ⋯ ⃗𝑒𝑖𝑛])

ここで，𝑖1,…, 𝑖𝑛は 1から 𝑛のインデックスのあり得る組み合わせす
べてを考える．たとえば 𝑛 = 4で考えてみると (𝑖1,…, 𝑖4) = (1, 2, 3, 4)や
(2, 3, 3, 2),(3, 2, 1, 4)などがありうる．

た だ し 𝑖1,…, 𝑖𝑛は イ ン デ ッ ク ス が 被 れ ば 一 致 退 化 法 則 か ら
det([ ⃗𝑒𝑖1 … ⃗𝑒𝑖𝑛]) = 0となることから，𝑖1,…, 𝑖𝑛は 1から 𝑛のインデックス
の並び替えに限定できる．

𝜎を 並 び 替 え の 関 数 を 表 す も の と し て み よ う ． 例 え ば
(𝜎(1),𝜎(2), 𝜎(3)) = (3, 1, 2)と定義できるような関数である．もちろん
並べ替えの種類によって𝜎のパターンはいろいろ考えられるので，並び替え
関数すべてを集めてきた集合を Σ∗

としてみよう．すると，

det(𝐴) = ∑
𝜎∈Σ∗

∏
𝑛

𝑗=1
𝑎𝜎(𝑗)𝑗 det([ ⃗𝑒𝜎(1) ⋯ ⃗𝑒𝜎(𝑛)])

と書くことができる．さらに，1,…, 𝑛の並び替え，𝜎に対して，偶
数回並び替えると 1,…, 𝑛に戻るとき，1を割り当て，奇数回並び替え
れば 1,…, 𝑛に戻るとき，−1を割り当てる関数を sgnとしてみよう．例えば

(𝜎(1),𝜎(2), 𝜎(3)) = (3, 1, 2)の場合，(3, 1, 2) ⇒ (1, 3, 2) ⇒ (1, 2, 3)
と 2回で 1, 2, 3に並び替えられるので，sgn(𝜎) = 1である．そうすると交
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代法則により，det([ ⃗𝑒𝜎(1) ⋯ ⃗𝑒𝜎(𝑛)]) = sgn(𝜎) det(𝐼)となることがわかる．
det(𝐼) = 1であるので以下の事実を確かめることができる．

det(𝐴) = ∑
𝜎∈Σ∗

sgn(𝜎)∏
𝑛

𝑗=1
𝑎𝜎(𝑗)𝑗

行列式のこの計算式を行列式の定義として採用することも多い．

さて，行列式には以下の性質がある．

1. ⃗𝑎1,…, ⃗𝑎𝑛が一次従属であることと det([𝑎⃗1 ⋯ 𝑎⃗𝑛]) = 0であることは同
値である

2. det(𝐴𝐵) = det(𝐴) det(𝐵)

どちらの性質も，行列式の定義と性質を駆使すればそれを確認することが

できるので以下でやってみよう．

⃗𝑎1,…, ⃗𝑎𝑛がそれぞれ 0⃗でないとする．このとき， ⃗𝑎1,…, ⃗𝑎𝑛が一次従
属であることと det([𝑎⃗1 ⋯ 𝑎⃗𝑛]) = 0であることは同値である.

 

(証明) ⃗𝑎1,…, ⃗𝑎𝑛が一次従属ならdet([𝑎⃗1 ⋯ 𝑎⃗𝑛]) = 0であることは定義
と一致退化法則から簡単に示すことができる．

det([𝑎⃗1 ⋯ 𝑎⃗𝑛]) = 0であるとしよう．𝑛 = 2のケースは簡単である．
𝑎11𝑎22 = 𝑎21𝑎12を意味するので，以下の式が成り立つ．

𝑎11 = 𝑎21
𝑎12
𝑎22

したがって，

[𝑎11𝑎21
] = [𝑎11𝑎21

] = 𝑎21
[

𝑎12
𝑎22
1 ]
 = 𝑎21

𝑎22
[𝑎12𝑎22

]

となるので一次従属であることがわかる9．対偶を取れば，一次独立なら

det([𝑎⃗1 ⋯ 𝑎⃗𝑛]) ≠ 0ということである．

9𝑎22 ≠ 0であること前提だが，そうでないケースも同様にできる.
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帰納法を用いてこれを拡張しよう．そのため， ⃗𝑎1,…, ⃗𝑎𝑛を一次独立と
する．行列式は同じベクトルを他の列ベクトルに足しても値が変わらな

い．したがって，− 𝑎1𝑖
𝑎11 ⃗𝑎1というベクトルを 𝑖列の列ベクトルに足せば

det([ ⃗𝑎1 ⋯ ⃗𝑎𝑛]) = det

(




[


𝑎11
𝑎21
⋮

0
𝑎22 +

𝑎1𝑖
𝑎11𝑎21
⋱

⋯
…

0

]




)




という感じで，2,…, 𝑛列目の第一行成分だけ０になるような行列の行列
式と等しいことがわかる10．そしてこれは

det

(




[


𝑎11
𝑎21
⋮

0
𝑎22 +

𝑎1𝑖
𝑎11𝑎21
⋱

⋯
…

0

]




)



=

𝑎11 det
(

[
𝑎22 +

𝑎1𝑖
𝑎11𝑎21
⋮

…
⋱ ]


)


という行列式に等しい．つまり，2行２列目以降だけが残る形である．こ

の行列の列ベクトルたちは一次独立である．帰納法の仮定より (𝑛 −
1) × (𝑛 − 1)行列の行列式は 0ではないので，それに 𝑎11をかけたもの
も 0ではない11．したがって，det([𝑎⃗1 ⋯ 𝑎⃗𝑛]) ≠ 0である．

det(𝐴𝐵) = det(𝐴) det(𝐵)
 

(証明)まず行列積の定義から以下の等式を確認する．

𝐴𝐵 = [∑𝑛
𝑖=1 𝑏𝑖1𝑎𝑖 ⋯ ∑𝑛

𝑖=1 𝑏𝑖𝑛𝑎𝑖]

行列式の分配法則とスカラー倍法則から以下の等式が成り立つ．

10これは行列（式）の基本変形と呼ばれるテクニックである．
11𝑎11 ≠ 0であることが前提であるが，そうでなければ𝑎𝑖1 ≠ 0となるような 𝑖を探して

同じことをする．
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det(𝐴𝐵) = det([∑𝑛
𝑖=1 𝑏𝑖1𝑎𝑖 ⋯ ∑𝑛

𝑖=1 𝑏𝑖𝑛𝑎𝑖])

= ∑
𝑛

𝑖1=1
𝑏𝑖11 det([𝑎𝑖1 ⋯ ∑𝑛

𝑖=1 𝑏𝑖𝑛𝑎𝑖])

= ∑
𝑛

𝑖1=1
𝑏𝑖11⋯ ∑

𝑛

𝑖𝑛=1
𝑏𝑖𝑛𝑛 det([𝑎𝑖1 ⋯ 𝑎𝑖𝑛])

= ∑
𝑖1,…,𝑖𝑛

∏
𝑛

𝑗=1
𝑏𝑖𝑗𝑗 det([𝑎𝑖1 ⋯ 𝑎𝑖𝑛])

さらに一致退化法則から，以下の等式が言える．

det(𝐴𝐵) = ∑
𝜎∈Σ∗

∏
𝑛

𝑗=1
𝑏𝜎(𝑗)𝑗 det([𝑎𝜎(1) ⋯ 𝑎𝜎(𝑛)])

交代法則を用いると以下の式が成り立つ．

det(𝐴𝐵) = ∑
𝜎∈Σ∗

∏
𝑛

𝑗=1
𝑏𝜎(𝑗)𝑗 sgn(𝜎) det([𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛])

= det([𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛]) ∑
𝜎∈Σ∗

∏
𝑛

𝑗=1
𝑏𝜎(𝑗)𝑗 sgn(𝜎)

このとき，∑𝜎∈Σ∗ ∏𝑛
𝑗=1 𝑏𝜎(𝑗)𝑗 sgn(𝜎) = det(𝐵)であるので，

det(𝐴𝐵) = det(𝐴) det(𝐵)を確認することができた．

7.3. 行列のあれこれ

7.3.1. クラメールの公式

次のような連立方程式を考える．
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

⋮

𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛

これは行列とベクトルの掛け算として，以下のように表現できる．

𝐴 ⃗𝑥 = 𝑏⃗

32



— Notes —
Date: · ·

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

中級経済数学 1 更新日: 2026年 03月 04日

このような連立方程式の解は行列式を使って表現することができる．ま

ず，𝐴 = [𝑎⃗1 ⋯ 𝑎⃗𝑛]として，以下のように書けることに注意する．

𝐴 ⃗𝑥 = ∑
𝑛

𝑖=1
⃗𝑎𝑖𝑥𝑖

このとき，1列目のベクトル ⃗𝑎1の代わりに 𝑏⃗を代入した行列 [𝑏⃗ 𝑎⃗2 ⋯ 𝑎⃗𝑛]
の行列式を考えてみよう．これは，分配法則，スカラー倍法則，一致退化法

則から次のような変形が可能である．

det([𝑏⃗ ⃗𝑎2 ⋯ ⃗𝑎𝑛]) = det([𝐴 ⃗𝑥 ⃗𝑎2 ⋯ ⃗𝑎𝑛])

= det([∑𝑛
𝑖=1 ⃗𝑎𝑖𝑥𝑖 ⃗𝑎2 ⋯ ⃗𝑎𝑛])

= ∑
𝑛

𝑖=1
𝑥𝑖 det([ ⃗𝑎𝑖 ⃗𝑎2 ⋯ ⃗𝑎𝑛])

= 𝑥1 det([ ⃗𝑎1 ⋯ ⃗𝑎𝑛])

こうすると，𝑥1 = det([𝑏⃗ 𝑎⃗2 ⋯ 𝑎⃗𝑛])
det([𝑎⃗1 ⋯ 𝑎⃗𝑛]) ということがわかる．同様にして，

𝑥2,…, 𝑥𝑛を求めることができる．これをクラメールの公式という．

7.3.2. 転置行列

(𝑖, 𝑗)成分が 𝑏𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖と定義されるとき，行列 𝐵は 𝐴の転置行列という．
このとき，記号では 𝐴⊤と書く．

𝐴 = 𝐴⊤となるとき，𝐴は対称行列であるという．例えばヘッセ行列は対
称行列である．

積でできた行列 𝐴𝐵について，その行列の転置 (𝐴𝐵)⊤について，

(𝐴𝐵)⊤ = 𝐵⊤𝐴⊤

が成り立つ．LIVE-EVILの法則ともいう．

7.3.3. 逆行列

𝐴𝐵 = 𝐼 となる行列 𝐵のことを 𝐴の逆行列という．逆行列は 𝐴−1と表記

する．そう言われてもどうやって求めるのか，と思うかもしれないが，行列

の掛け算の仕組みを思い出せば大したことはない．求めたい逆行列，𝐴−1を
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[ ⃗𝑥1 ⋯ ⃗𝑥𝑛]とおいてみよう．まず，逆行列の定義から，
𝐴𝐴−1 = 𝐼

[ ⃗𝑎1 ⋯ ⃗𝑎𝑛][ ⃗𝑥1 ⋯ ⃗𝑥𝑛] = [ ⃗𝑒1 … ⃗𝑒𝑛]

[∑𝑛
𝑖=1 ⃗𝑎𝑖𝑥𝑖1 ⋯ ∑𝑛

𝑖=1 ⃗𝑎𝑖𝑥𝑖𝑛] = [ ⃗𝑒1 … ⃗𝑒𝑛]

となる．つまりは

∑
𝑛

𝑖=1
⃗𝑎𝑖𝑥𝑖𝑗 = ⃗𝑒𝑗

という連立方程式を 𝑛本解けばいいわけである．これはクラメールの公式を
使えば，

𝑥𝑖𝑗 =
det( ⃗𝑎1,⋯, ⃗𝑎𝑖−1, ⃗𝑒𝑗, ⃗𝑎𝑖+1,⋯, ⃗𝑎𝑛)

det(𝐴)

と計算できるのである．det(𝐴) ≠ 0であればこういう計算ができるので，逆
行列が存在する条件は det(𝐴) ≠ 0と考えることができる．

また，逆行列にも LIVE-EVILの法則が成り立つ．つまり，(𝐴𝐵)−1 =
𝐵−1𝐴−1である．これを証明することは，定義を具に追っていけばそこまで

難しくない．

課題 7.
以下のうち，３つ以上に答えてください．

1. 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴となる例を作れ．
2. 𝐴𝐵 = 0となるような 𝐴,𝐵 ≠ 0の例を作れ
3. 𝐴−1𝐴 = 𝐼 を示せ．
4. LIVE-EVILの法則を示せ．

5. 𝐴𝐴⊤が対称行列であることを示せ．

6. det(𝐴−1) = 1
det(𝐴) を示せ．

7. 𝑎1,…, 𝑎𝑛が一次従属であれば det([𝑎1 … 𝑎𝑛]) = 0となることを示せ．
8. 行列式の交代法則が一致退化法則を意味することを確認しなさい．
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9. 一致退化法則と分配法則を用いて行列式は同じベクトルを他の列ベクト

ルに足しても値が変わらないことを示せ．

8. 固有値分解

8.1. 固有値とは

「固有値ってなんですか？」「固有ベクトルを求めるためのものだよ」「な

るほど，ところで固有ベクトルとは」「固有値がわかると得られるものだ

よ」「」

(Cohen, 2021, p.420)

𝑛 × 𝑛行列 𝐴を考えよう．次を満たすベクトル ⃗𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∖ {0}とスカラー
𝜆 ∈ ℝを考えたい．

𝐴 ⃗𝑥 = 𝜆 ⃗𝑥 (12)

この式を満たすベクトル 𝑥を固有ベクトル, 𝜆を固有値と呼ぶ．ただし固有
ベクトルは 0でないものとする．

図解で考えよう．行列をベクトルにかけると言うことは，ベクトルを回転・

拡大する変形であった．一方で，下記の右図のように，ある方向のベクトルに

行列を作用させれば，ちょうどそのベクトルと同じ方向で，その一定倍にな

るようにできることがある．固有ベクトルとはそのようなベクトルである．

𝐴𝑤⃗

𝑤⃗
𝐴 ⃗𝑥
⃗𝑥
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8.2. 固有値・固有ベクトルの見つけ方
(12)式から，固有値は以下の等式を満たすことになる．ただし，𝐼を単位行

列，つまり 𝐼 =
[

10
⋮
0

0
1
⋮
0

⋯
⋯
⋱
⋯

0
0
⋮
1]


であるとする．

𝐴 ⃗𝑥 − 𝜆 ⃗𝑥 = 0

⟹ 𝐴 ⃗𝑥 − 𝜆𝐼 ⃗𝑥 = 0

⟹ (𝐴−𝜆𝐼) ⃗𝑥 = 0

もし行列 (𝐴 − 𝜆𝐼)が逆行列を持つと， ⃗𝑥 = 0となってしまう．したがっ
て，(𝐴 − 𝜆𝐼)が逆行列を持たない必要がある．この条件は det(𝐴 − 𝜆𝐼) =
0である．

具体例として，𝐴 = [𝑎𝑐
𝑏
𝑑]で考えてみよう．

𝐴−𝜆𝐼 = [𝑎 − 𝜆
𝑐

𝑏
𝑑 − 𝜆]

であることに注意しよう．det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0であることから考える．すると，
行列式を計算すれば

𝜆2 − (𝑎 + 𝑑)𝜆 + 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0

となることがわかる．上の方程式は固有多項式と呼ばれる．この方程式の解

を計算した値が固有値である．例えば，𝐴 = [20
3
−2]であれば固有多項式は

𝜆2 − 4 = 0

であるので，固有値は 𝜆 = ±2となる．

基本的には 𝑛 × 𝑛行列には 𝑛個（重複を含む）の固有値があり，それぞれ
に固有値がある．

8.3. 固有値分解・対角化
固有多項式を計算することで固有値を得られることで固有ベクトルを計

算できる．固有ベクトルとは𝐴 ⃗𝑥 = 𝜆 ⃗𝑥をみたす 𝑥である．具体例として𝐴 =
[20

3
−2]で考えよう．固有値 𝜆 = 2のケースで考えると
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[20
3
−2] ⃗𝑥 = 2 ⃗𝑥

⟹ [2𝑥1 + 3𝑥2
−2𝑥2

] = [2𝑥12𝑥2
]

を満たす ⃗𝑥 = [𝑥1𝑥2]がこの固有値に対応する固有ベクトルである．ざっと計算
すればわかるが，𝑥2 = 0であれば 𝑥1はなんだって満たすので，例えば 𝑥1 =
1として， ⃗𝑥 = [10]としてみよう．

同じように 𝜆 = −2のケースでは以下の通りである．
[20

3
−2] ⃗𝑦 = −2 ⃗𝑦

⟹ [2𝑦1 + 3𝑦2
−2𝑦2

] = [−2𝑦1−2𝑦2
]

𝑦2が 0だと 𝑦1 = 0になってしまい，𝑦 = 0なので，そうならないように
するためには 𝑦2 ≠ 0としなければいけない．しかし 0以外であれば 𝑦2はな
んだって良いので，𝑦2 = 1としてみれば 𝑦1 = −3

4と計算でき， ⃗𝑦 = [−
3
4
1
]は

この固有値に対する固有ベクトルになる．

さてこうして得られた固有値と固有ベクトルを以下のように並べてみ

よう．
[𝐴 ⃗𝑥 𝐴 ⃗𝑦] = [2 ⃗𝑥 −2 ⃗𝑦]

⟹ 𝐴[ ⃗𝑥 ⃗𝑦] = [ ⃗𝑥 ⃗𝑦][20
0
−2]

⟹ 𝐴 = [ ⃗𝑥 ⃗𝑦][20
0
−2][ ⃗𝑥 ⃗𝑦]−1

こうすることで，𝐴という行列を，𝑃𝐷𝑃−1という形に分解できることにな

る．ただし，𝑃 = [ ⃗𝑥 𝑦⃗]であり，𝐷は対角行列である12．このような形に分解

する方法を対角化と呼ぶ．

12対角成分（(𝑖, 𝑖)成分のように斜めに並んだ部分）以外にはすべて 0が並んでいる行列
のこと．
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対角化をすることで，行列のべき乗は非常にシンプルな形になる．例えば

𝐴2を計算したいとき，

𝐴2 = 𝑃𝐷𝑃−1𝑃𝐷𝑃−1 = 𝑃𝐷2𝑃−1

と計算できるのである．対角行列は対角成分以外がすべて0であるので𝐷2の

(𝑖, 𝑗)成分を 𝑏𝑖𝑗 と書けば

𝑏𝑖𝑗 = ∑
𝑛

𝑘=1
𝑑𝑖𝑘𝑑𝑘𝑗

となるが，𝑖 ≠ 𝑗であれば 𝑑𝑖𝑘か 𝑑𝑘𝑗 のどちらか一方は 0であるので 0, 𝑖 = 𝑗
であれば 𝑖 = 𝑘 = 𝑗のときのみ (𝑑𝑖𝑖)

2
, それ以外は 0であるので

𝑏𝑖𝑗 =
{

0 if 𝑖 ≠ 𝑗
(𝑑𝑖𝑖)

2 if 𝑖 = 𝑗

という対角行列になる．𝑛 = 2のケースでは，𝐴の固有値を𝜆1, 𝜆2とすると，

𝐷2 =
[

(𝜆1)

2

0
0

(𝜆2)
2
]


という形になる．したがって，

𝐴2 = 𝑃
[

(𝜆1)

2

0
0

(𝜆2)
2
]
𝑃−1

と計算できることになる．同様に，

𝐴𝑛 = 𝑃
[

(𝜆1)

𝑛

0
0

(𝜆2)
𝑛
]
𝑃−1

とできることがわかるだろう．

ところで，このような対角化ができるためには𝑃 = [ ⃗𝑥 𝑦⃗]が逆行列を持つ，
言い換えれば det( ⃗𝑥, ⃗𝑦) ≠ 0，さらに言い換えれば固有ベクトル ⃗𝑥, ⃗𝑦が一次独
立であるように取れる必要がある．結論から言えば，固有値がすべて異なる

のであれば必ずこのようにできる．それを以下で詳しく述べていくことにし

よう．
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8.3.1. 固有多項式が相異なる解を持つとき

まず，固有多項式が相異なる解を持つケースを考えよう．このとき，それ

に対応する 𝑛個の固有ベクトルは一次独立となる．これを考えるため，まず
固有値𝜆𝑖に対する固有ベクトルを 𝑥𝑖と書き，𝜆1 ≠ 𝜆2として，𝑥1, 𝑥2が一
次独立，つまり， ⃗𝑥1 = 𝜇 ⃗𝑥2となるような実数𝜇が見つからないことを証明し
よう．

背理法で考えるため，もし 𝑥1 = 𝜇𝑥2で書けたとしてみよう．すると
𝐴 ⃗𝑥1 = 𝜆1 ⃗𝑥1

⟹𝐴𝜇 ⃗𝑥2 = 𝜆1𝜇 ⃗𝑥2

⟹ 𝐴 ⃗𝑥2 = 𝜆1 ⃗𝑥2

となる.しかし，𝐴 ⃗𝑥2 = 𝜆2 ⃗𝑥2であるため，𝜆1 = 𝜆2となってしまい矛盾で

ある．

したがって 𝑘 = 2個のベクトルについて一次独立になることが示された．
数学的帰納法を使ってこれを 𝑘 = 𝑛についても成り立つことを示そう．この
ため，𝑘 = 𝑛 − 1個のベクトルが一次独立であるとする．ここで 𝑛個のベク
トルが一次独立でない，つまり 𝑥𝑛 =∑𝑗≠𝑛𝜇𝑗𝑥𝑗と書けるとしよう．すると，
以下のように計算することができる．

𝐴 ⃗𝑥𝑛 = 𝜆𝑛 ⃗𝑥𝑛

⟹ 𝐴∑
𝑗≠𝑛

𝜇𝑗 ⃗𝑥𝑗 = 𝜆𝑛∑
𝑗≠𝑛

𝜇𝑗 ⃗𝑥𝑗

⟹ ∑
𝑗≠𝑛

(𝐴 ⃗𝑥𝑗 −𝜆𝑛 ⃗𝑥𝑗)𝜇𝑗 = 0

⟹ ∑
𝑗≠𝑛

(𝜆𝑗 −𝜆𝑛)𝜇𝑗 ⃗𝑥𝑗 = 0

𝜆𝑗 ≠ 𝜆𝑛がすべての 𝑗 ≠ 𝑛について成り立つので，上の式は ⃗𝑥1,…, ⃗𝑥𝑛−1が
一次従属であることを意味する．しかしこれは 𝑛 − 1個のベクトルが一次独
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立であるという帰納法の仮定に矛盾するため，𝑛個のベクトルが一次独立で
あることを示すことができる．

𝑛個のベクトルが一次独立であることは det( ⃗𝑥1,…, ⃗𝑥𝑛) ≠ 0であること，
つまり [ ⃗𝑥1 … ⃗𝑥𝑛]が逆行列を持つことを意味する．したがって，固有多項式
が 𝑛個の相異なる固有値を持つときには対角化が可能になる．

8.3.2. 固有値の性質

固有値分解によって行列𝐴が対角化できるのであれば以下の性質を容易に
示すことができる．

1. 𝐴のトレース（∑𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖𝑖）は固有値の和に等しい，

2. 𝐴の行列式の値は固有値の積に等しい．

また，対称行列には次の性質が成り立つ．

定理 2.対称行列は対角化可能である．

これもラフな証明を与えよう13．まず，次の事実を証明する．

対称行列の異なる固有値 (𝜆,𝜇)に対する固有ベクトル 𝑢⃗, 𝑣⃗について，
𝑢⃗⊤𝑣⃗ = 0となる．

 

(証明)まず，(𝐴𝑢⃗)⊤ = (𝜆𝑢⃗)⊤である．また，(𝐴𝑢⃗)⊤ = 𝑢⃗𝐴⊤ = 𝑢⃗𝐴で
ある．よって，

𝑢⃗⊤𝐴 = 𝜆𝑢⃗⊤

となる．一方で，𝐴𝑣⃗ = 𝜇𝑣⃗より

𝑢⃗⊤𝐴𝑣⃗ = 𝜇𝑢⊤𝑣⃗

13この証明は Robert M. Freund (2014) “Symmetric Matrices and Eigendecomposition”に
よる.
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である． したがって，𝜆𝑢⃗⊤𝑣⃗ = 𝜇𝑢⃗⊤𝑣⃗である．𝜆 ≠ 𝜇であるので，𝑢⃗⊤𝑣⃗ =
0となる．

𝑢⃗が固有ベクトルならそのスカラー倍も固有ベクトルなので，‖𝑢⃗‖ = 1とな
るようにとる．すべての固有値ベクトル 𝑢⃗, 𝑣⃗について，‖𝑢⃗‖ = 1かつ 𝑢⃗ ≠ 𝑣⃗な
らば 𝑢⃗⊤𝑣⃗ = 0となるとき，固有ベクトルを並べた行列，𝑄は正規直交行列と
いう．正規直交行列は一次独立になるようにできる．

固有ベクトルが直交性を満たせば 𝑛個の一次独立な固有ベクトルを作
ることができる．

 

(証明)まず，𝑛 = 1なら自明に一次独立である．つぎに𝑘個の一次独立な
固有ベクトルを持ってこれるとしよう．それによって作った行列を𝑈と
する．これは 𝑛 × 𝑘の行列である．したがって，𝐴𝑈 = [𝜆1𝑢⃗1 … 𝜆𝑘𝑢⃗𝑘]
である．次に 𝑢⃗1,…, 𝑢⃗𝑛と直交する𝑛 − 𝑘個のベクトルからなる行列を𝑉
としよう．また，そうすると

𝑈⊤𝑉 = 0

となる．また，

𝑉⊤𝐴𝑈 = 0

である．ここで，𝑤⃗を𝑉⊤𝐴𝑉の固有値で，𝜇をその固有ベクトルとする．
つまり，

𝑉⊤𝐴𝑉𝑤⃗ = 𝜇𝑤⃗

である．このとき，𝑢⃗𝑘+1 = 𝑉𝑤⃗とする．そうすると次の性質が言える．

𝑈⊤𝑢⃗𝑘+1 = 𝑈⊤𝑉𝑤⃗ = 0𝑤⃗ = 0
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また， ⃗𝑑 = 𝐴𝑢𝑘+1 −𝜇𝑢𝑘+1とする．このとき以下のような計算が可
能である．

𝑉⊤𝑑 = 𝑉⊤𝐴𝑢𝑘+1 −𝜇𝑉⊤𝑢𝑘+1

= 𝑉⊤𝐴𝑉𝑤⃗ − 𝜇𝑉⊤𝑉𝑤⃗

= 𝑉⊤𝐴𝑉𝑤⃗ − 𝜇𝑤⃗ = 0

したがって， ⃗𝑑と𝑉 は直交する．これは 𝑑は𝑉 のベクトルの（線形結
合の）中にはないことを意味する．したがって， ⃗𝑑 = 𝑈 ⃗𝑟とかける．これ
により，

⃗𝑟 = 𝑈⊤𝑈 ⃗𝑟 = 𝑈⊤𝑑 = 𝑈⊤𝐴𝑉𝑤⃗ − 𝜇𝑈⊤𝑉𝑤⃗ = 0

となるので， ⃗𝑟 = 0，つまり ⃗𝑑 = 0である．よって，

𝐴𝑢𝑘+1 = 𝜇𝑢𝑘+1
つまり，𝑢𝑘+1は𝐴の固有ベクトルであり，また𝑈のどのベクトルと

も直交するので，相異なる固有ベクトルであることがわかる．これを続け

ていければ 𝑛個の相異なる固有ベクトルを得ることができる．

固有ベクトルが異なり，またお互いに直交するので，一次独立となり，対

角化可能である．

8.4. 動学システムの挙動
それでは以上準備してきた事柄を用いて動学システムの挙動を見る．考え

るのは以下のようなものである．

⃗𝑥𝑡+1 = 𝐴 ⃗𝑥𝑡
このような動学システムを線形システムと言う．

8.4.1. 線形システムの収束

線形動学システムは

⃗𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑡 ⃗𝑥1
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と書き直すことができる．固有値分解ができるのであればこれをさらに

⃗𝑥𝑡+1 = 𝑃𝐷𝑡𝑃−1 ⃗𝑥1

とできる．𝐴が 2 × 2だとしてみよう．すると，

⃗𝑥𝑡+1 = 𝑃
[

𝜆𝑡
1
0

0
𝜆𝑡
2]
𝑃−1 ⃗𝑥1

と書くことができる．𝑃 = [𝑝⃗1 𝑝⃗2]とおけば以下のようになる．

⃗𝑥𝑡+1 = [𝜆𝑡
1𝑝⃗1 𝜆𝑡

2𝑝⃗2]𝑃−1 ⃗𝑥1
さらに 𝑃−1 ⃗𝑥1 = [𝑐1𝑐2]とすれば

⃗𝑥𝑡+1 = 𝜆𝑡
1𝑐1𝑝⃗1 +𝜆𝑡

2𝑐2𝑝⃗2

と書ける．また初期値は ⃗𝑥1 = 𝑐1𝑝⃗1 + 𝑐2𝑝⃗2と書ける．

ではこのとき，𝑡 → ∞としたらどうだろうか．これは 固有値𝜆𝑖の絶対値

がどうなるか次第である．もし，固有値が実数で𝜆1 > 1 > 𝜆2 > 0だとして
みよう．すると，初期値が 𝑝2に平行なベクトルであると 0に収束し，𝑝1に
平行なベクトルであると発散することになる．

8.4.2. 非線形動学システムとハートマン=グロブマンの定理

ではより一般的に 𝑓 が線形関数ではなく， ⃗𝑥𝑡+1 = 𝑓 ( ⃗𝑥𝑡)となる場合であれ
ばどうだろうか？ただし，𝑓 : ℝ𝑛 → ℝ𝑛であるとする．つまりは

𝑓 ( ⃗𝑥) =
[

𝑓1( ⃗𝑥)

⋮
𝑓𝑛( ⃗𝑥)]




というように 𝑛個の関数のベクトルだと思えば良い．

これを考えるために，まず，𝑓 の不動点 ⃗𝑥∗を考える．その上でこの関数を
テイラー展開すると

𝑓 ( ⃗𝑥) = 𝑓 ( ⃗𝑥∗) + 𝐽𝑓 ( ⃗𝑦)( ⃗𝑥 − ⃗𝑥∗)
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と書くことができる．ただし，𝐽𝑓 はヤコビ行列といい，以下のような偏微分
からなる行列である．ただし，𝑓 の第 𝑖成分による偏微分を 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
と書いている．

𝐽𝑓 ( ⃗𝑦) =

[




 𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

( ⃗𝑦)
⋮

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1

( ⃗𝑦)

⋯
⋱
⋯

𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛

( ⃗𝑦)
⋮

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛

( ⃗𝑦)
]






いま，不動点の周辺にある点を初期値とする動学を考えよう．すると，

𝑓 ( ⃗𝑥) ≈ 𝑓 ( ⃗𝑥∗) + 𝐽𝑓 ( ⃗𝑥∗)( ⃗𝑥 − ⃗𝑥∗)

となる．ここで， ⃗𝑥𝑡+1 = 𝑓 ( ⃗𝑥𝑡)であり，𝑓 ( ⃗𝑥∗) = ⃗𝑥∗であることより

⃗𝑥𝑡+1 − ⃗𝑥∗ ≈ 𝐽𝑓 ( ⃗𝑥∗)( ⃗𝑥𝑡 − ⃗𝑥∗)

となることがわかる．( ⃗𝑥𝑡 − ⃗𝑥∗) = ⃗𝑦𝑡とおけば,

⃗𝑦𝑡+1 ≈ 𝐽𝑓 ( ⃗𝑥∗) ⃗𝑦𝑡

と言う線形動学システムとほとんど同じ挙動だと考えることができる．実際

それは，（固有値の絶対値が 1となる場合を除いて）保証されている（ハート

マン=グロブマンの定理）．

したがって，不動点の周辺では非線形システムの挙動をヤコビ行列の固有

値と固有ベクトルによって特徴づけることができる．

課題 8.
次のうち，3つ以上の問いに答えなさい．

1. 𝐴 = [31
2
4]を対角化しなさい．

2. 𝑢⃗が固有ベクトルであるとき，スカラー 𝑎 ∈ ℝについて 𝑎𝑢⃗も固有ベクト
ルであることを示せ．

3. 𝐴が 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1と対角化できるとき，以下の事実を示せ．

a. 𝑃𝐷𝑃−1の (𝑖, 𝑖)成分を計算することで𝐴のトレース（∑𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖𝑖）は固

有値の和に等しいことを示せ．
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b. det(𝐴𝐵) = det(𝐴) det(𝐵)を利用し，𝐴の行列式の値は固有値の積に
等しいことを示せ．

4. 正規直交行列𝑄について，𝑄𝑄⊤ = 𝐼 であることを示せ．
5. 𝑢⃗1,…, 𝑢⃗𝑛が互いに直交する 0⃗でないベクトルであるとき，𝑢⃗1,…, 𝑢⃗𝑛が一
次独立であることを示せ．

6. 対称行列で固有値が重複する例を作りなさい．

9. ペロン・フロベニウスの定理

9.1. ノイマン級数
等比数列𝑎𝑛 = 𝑎𝑛について，|𝑎| < 1であれば，∑∞

𝑛=0 𝑎
𝑛 = 1

1−𝑎であるこ

とはよく知られている．実はこれは行列でも成り立ち，もし以下の級数が収

束するのであれば

∑
∞

𝑛=0
𝐴𝑛 = (𝐼 − 𝐴)−1

となることが知られている（ノイマン級数）．この場合，等比数列の |𝑎| < 1
に相当する条件はどのようなものだろうか?

これを考えるため，𝑟(𝐴) = max{|𝜆| : 𝜆は𝐴の固有値}を考える．このとき
次の事実が言える．

𝑟(𝐴) < 1であるとき，∑∞
𝑛=0𝐴

𝑛 = (𝐼 − 𝐴)−1となる．

この事実の証明は普通の無限等比数列の場合の話と同じである．

∑∞
𝑛=0𝐴

𝑛が固有値を使って，実際に収束することを示せば良い．

𝑟(𝐴)はスペクトル半径と呼ばれる．

9.2. ペロン・フロべニウスの定理
𝑛 ×𝑚行列 𝐴について，

• 𝐴 ≥ 0となるとき，この行列の各成分が非負であることを意味する．この
ような行列を非負行列という．
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• 𝐴 > 0となるとき，この行列の各成分が非負であり，なおかつ𝐴 ≠ 0であ
ることを意味する．

• 𝐴 ≫ 0となるとき，この行列の各成分が正であることを意味する．このよ
うな行列を正行列という．

この不等式はベクトルについても同じように定義される．

𝑛 × 𝑛行列の非負行列𝐴について，𝐴 ≥ 0が規約 (irreducible)であるとは，

∑∞
𝑚=0𝐴

𝑚 ≫ 0であることを言い，𝐴𝑚 ≫ 0となる𝑚が存在するとき，𝐴
は原始的 (primitive)であると言う．これらの行列について，次の関係が成り

立つ．

𝐴 ≫ 0ならば𝐴は原始的であり，原始的ならば規約であり，規約ならば
𝐴 ≥ 0である．

規約であることは次のようにも言い換えられる．つまり，∑∞
𝑚=0𝐴

𝑚 ≫ 0
であるということは，どんな 𝑖, 𝑗についても，いずれかの 𝑚について，
[𝐴𝑚]𝑖𝑗 > 0であることである．ここで [𝐴𝑚]𝑖𝑗は𝐴𝑚と言う行列の (𝑖, 𝑗)成
分を指す．

規約であることは 𝐴𝑖𝑗 = 0となる (𝑖, 𝑗)があっても成り立つことが
あることに注意する．例えば 𝐴15 = 0であるが，𝐴12 > 0,𝐴23 > 0,𝐴34 >
0,𝐴45 > 0となっていたとする. ここで，

[𝐴2]𝑖𝑗 = ∑
𝑛

𝑘=1
𝐴𝑖𝑘𝐴𝑘𝑗

となるので，[𝐴2]13 > 0がわかる．これは，𝐴12𝐴23 > 0で，他の (𝑖, 𝑗)につ
いて，𝐴𝑖𝑗 ≥ 0であることからきている．同様にして [𝐴2]35 > 0がわかる．

そして，同じようにして

[𝐴4]𝑖𝑗 = ∑
𝑛

𝑘=1
[𝐴2]𝑖𝑘[𝐴

2]𝑘𝑗

であるので，[𝐴4]15 > 0となることが言える．このように，1から 5まで 0
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にならない経路を辿ることができれば，何乗かすることで正の値を得ること

ができるのである．

非負行列については次の定理が有名である．

定理 3 (ペロン・フロベニウスの定理).  𝐴が非負行列であるとき，
𝑟(𝐴)は𝐴の固有値であり，以下を満たすようなゼロでない非負のベク
トル， ⃗𝑥, ⃗𝑦 ∈ ℝ𝑛

+が存在する．
𝐴 ⃗𝑥 = 𝑟(𝐴) ⃗𝑥

𝐴⊤ ⃗𝑦 = 𝑟(𝐴) ⃗𝑦

もし 𝐴が規約であれば，さらに以下の 3つの性質が成り立つ．

1. 𝑟(𝐴) > 0かつ固有ベクトルはそのスカラー倍を除いて一意で
ある.

2. ⃗𝑥, ⃗𝑦 ≫ 0.

3. 他の固有値に対する固有ベクトルは非負にならない.

もし原始的ならば加えて次の 2つの性質が成り立つ．

4. 他の固有値 𝜆に対して，|𝜆| < 𝑟(𝐴)
5. ⃗𝑦, ⃗𝑥を ⃗𝑦⊤ ⃗𝑥 = 1が成り立つように基準化すれば

lim𝑚→∞𝐴𝑚(𝑟(𝐴))−𝑚 = ⃗𝑥 ⃗𝑦⊤

となる．

この定理の証明は，かなり長く，この講義のレベルを超えるので省略する．

このうち，比較的容易に証明できるものについては，後の節で証明を行う．

ある固有値𝜆に対してそれに対応する固有ベクトルがそのスカラー倍を除
いて一意であるとき，𝜆は単純固有値であると言う．𝑟(𝐴)が単純固有値であ
るとき，𝑟(𝐴)は 𝐴のペロン根という．

非負行列については次の性質がある．
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𝐴 ≥ 0とするとき次が成り立つ．
1. min𝑗∑𝑖 𝑎𝑖𝑗 ≤ 𝑟(𝐴) ≤ max𝑗∑𝑖 𝑎𝑖𝑗
2. min𝑖∑𝑗 𝑎𝑖𝑗 ≤ 𝑟(𝐴) ≤ max𝑖∑𝑗 𝑎𝑖𝑗  

(証明) 1を証明する．ペロン・フロベニウスの定理より，𝑟(𝐴)は𝐴の固
有値である．したがって， ⃗𝑦⊤𝐴 = ⃗𝑦⊤𝑟(𝐴)となるような非負のベクトル
⃗𝑥が存在する．すると，以下の通りである．

∑
𝑗
𝑎𝑖𝑗𝑦𝑗 = 𝑟(𝐴)𝑦𝑖

これを 𝑖について足し合わせると

∑
𝑖
∑
𝑗
𝑎𝑖𝑗𝑦𝑗 = 𝑟(𝐴)∑

𝑖
𝑦𝑖

𝑟(𝐴) =∑
𝑖
∑
𝑗
𝑎𝑖𝑗

𝑦𝑗
∑𝑘 𝑦𝑘

𝑟(𝐴) =∑
𝑗

𝑦𝑗
∑𝑘 𝑦𝑘

∑
𝑖
𝑎𝑖𝑗

となり，𝑟(𝐴)は∑𝑖 𝑎𝑖𝑗 という値の線形結合になる．したがって，
min𝑗∑𝑖 𝑎𝑖𝑗 ≤ 𝑟(𝐴) ≤ max𝑗∑𝑖 𝑎𝑖𝑗 である．

9.3. 応用：産業連関分析
ペロン・フロベニウスの定理は産業連関分析にも応用される．産業連関分

析とは，ある産業から他の産業に向けての需要を行列で表現し，その行列の

固有値を求めることで，どの産業が重要であるかを知ることができる．

具体的に見てみよう．まず，経済が 𝑛部門あり，各部門は１種類の財を生
産するとする．このとき，各部門の生産関数は

𝑦𝑗 = 𝑠𝑗ℓ𝛼∏
𝑛

𝑖=1
(𝑞𝑖𝑗)

𝑎𝑖𝑗

と書くことができる．ここで，𝑦𝑗は部門 𝑗の生産量，𝑠𝑗は部門 𝑗の技術ショッ
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ク，ℓ𝑗は部門 𝑗で雇用されている労働力，𝑞𝑖𝑗は部門 𝑗が部門 𝑖から購入する
財の量である．また，∑𝑖 𝑎𝑖𝑗 + 𝛼 = 1かつ 𝛼, 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0とする．

部門 𝑖の生産財価格を 𝑝𝑖, 賃金を𝑤とすれば各部門の企業の利潤は次のよ
うに書ける．

𝜋𝑗 = 𝑝𝑗𝑦𝑗 −𝑤ℓ𝑗 −∑
𝑖
𝑝𝑖𝑞𝑖𝑗

企業の利潤を最大にする 𝑞𝑖𝑗 は次のように計算できる．

𝑞𝑖𝑗 = (
𝑝𝑗
𝑝𝑖
)𝑎𝑖𝑗𝑦𝑗

ℓ𝑗 =
𝑝𝑗
𝑤𝛼𝑦𝑗

これを生産関数に代入すれば

𝑦𝑗 = 𝑠𝑗(
𝑝𝑗
𝑤𝛼𝑦𝑗)

𝛼
∏
𝑛

𝑖=1
(𝑞𝑖𝑗)

𝑎𝑖𝑗 = 𝑠𝑗(
𝑝𝑗
𝑤𝛼𝑦𝑗)

𝛼
∏
𝑛

𝑖=1
((

𝑝𝑗
𝑝𝑖
)𝑎𝑖𝑗𝑦𝑗)

𝑎𝑖𝑗

となる．これの両辺を対数をとって整理すると以下の通りである．

𝜌𝑗 =∑
𝑖
𝑎𝑖𝑗𝜌𝑖 − 𝜀𝑗

ただし，𝜌𝑗 = ln(𝑝𝑗)であり，𝜀𝑗 はその他の項をまとめたものである．行
列表記すれば

⃗𝜌 = 𝐴⊤ ⃗𝜌 − ⃗𝜀

と書ける．よって， ⃗𝜌 = −(𝐼 − 𝐴⊤)−1𝜀となる．(𝐼 − 𝐴⊤)−1が存在する十分
条件はノイマン級数が収束することと同じなので，𝑟(𝐴⊤) < 1であることが
必要である．これをチェックしよう．𝐴 ≥ 0であるので最大固有値は 𝑟(𝐴⊤)
で与えられ，ペロン・フロベニウスの定理より，𝑟(𝐴⊤) < 1がわかる (なぜ

か？)．したがって，(𝐼 − 𝐴⊤)−1は存在する．これはレオンチェフ逆行列と
もいう．

9.4. 応用：マルコフ連鎖
次の例を考えてみよう．
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ある感染症の罹患者と回復者の割合がそれぞれ 𝑥, 𝑦と表されるとす
る．このとき，感染者が回復者になる確率を𝑝，回復者が感染者になる確
率を𝑞とする．𝑡日目の感染者割合を 𝑥𝑡, 回復者割合を 𝑦𝑡とするとき，𝑡 +
1日目の感染者と回復者の割合は次のように表される．

𝑥𝑡+1 = (1 − 𝑝)𝑥𝑡 + 𝑞𝑦𝑡
𝑦𝑡+1 = 𝑝𝑥𝑡 + (1 − 𝑞)𝑦𝑡

上の例は確率的に決まる動学システムであると言える．

より一般的に考えてみよう．状態が 𝑛個あり，その間を確率的に移動する
ようなことを考える．これは確率的な動学システムで表現することができ

る．マルコフ連鎖はそのような確率的な動学システムの一つである．マルコ

フ連鎖は次のように定義される．

マルコフ連鎖とは，ある状態から次の状態に遷移する確率が現在の状態に

だけ依存し，過去の状態に依存しない．まず， ⃗𝑥を状態の分布とする．つまり，
𝑥𝑖は状態 𝑖にいる確率である．このとき，𝐴を遷移行列として，𝑃 ⃗𝑥は次の状態
の分布を表す．ここで (𝑖, 𝑗)成分は状態 𝑗から状態 𝑖に遷移する確率である．

遷移行列 𝑃は次の条件を満たす行列である．
• 𝑃 ≥ 0
• 𝟙⊤𝑃 = 𝟙⊤14

ただし，𝑃は 𝑛 × 𝑛行列であり，𝟙 =
[

11
⋮
1]


である．𝑃を確率行列ともいう.

遷移行列 𝑃について， ⃗𝑥 = 𝑃 ⃗𝑥となるとき， ⃗𝑥を定常分布という．つまり，
⃗𝑥は遷移行列をかけても変わらない状態の分布である．

マルコフ連鎖については次の事実が成り立つ．

1. 𝑃,𝑄が確率行列ならば 𝑃𝑄も確率行列である．

14𝑃𝟙 = 𝟙とする流儀もある．
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2. 𝑟(𝑃) = 1である．
3. 定常分布が存在する．

さらに 𝑃が原始的ならば定常分布は一意である．
 

(証明)

1. 𝑃,𝑄が確率行列であるとき，𝑃𝑄の (𝑖, 𝑗)成分は∑𝑘 𝑝𝑖𝑘𝑞𝑘𝑗である．
𝑝𝑖𝑘, 𝑞𝑘𝑗 は非負であるので，∑𝑘 𝑝𝑖𝑘𝑞𝑘𝑗 も非負である．また，

𝟙⊤𝑃𝑄 = 𝟙⊤𝑃 = 𝟙⊤

となるので，𝑃𝑄も確率行列である．
2. 𝑃は 確 率 行 列 な の で 𝟙⊤𝑃 = 𝟙⊤で あ る ． ま た ， 𝟙⊤𝑃 =

[∑𝑘 𝑝𝑘1 ⋯ ∑𝑘 𝑝𝑘𝑛]であるので，∑𝑘 𝑝𝑘𝑖 = 1がすべての 𝑖について
成り立つ．min𝑖∑𝑘 𝑝𝑘𝑖 ≤ 𝑟(𝑃) ≤ max𝑖∑𝑘 𝑝𝑘𝑖であるので 𝑟(𝑃) =
1である．

3. ペロン・フロベニウスの定理より，𝑃 ⃗𝑥 = 𝑟(𝑃) ⃗𝑥となる非負の ⃗𝑥が存
在する．𝑟(𝑃) = 1であり，また，𝑥′𝑗 =

𝑥𝑗
∑𝑖 𝑥𝑖

とすれば ⃗𝑥′は定常分布

である．

さらに𝑃が原始的であれば，ペロン・フロベニウスの定理より ⃗𝑥は
そのスカラー倍を除いて一意であるので，和が 1となるものは他にな

い．よって定常分布は一意である．

課題 9.
以下のうち，2つ以上の問いに答えなさい．

1. 𝐴が対角化可能でスペクトル半径 𝑟(𝐴)が1より小さいとき，∑∞
𝑛=0𝐴

𝑛 =
(𝐼 − 𝐴)−1であることを示せ．

2. 行列 𝐴が非負行列であるとき，𝐴 ≫ 0ならば 𝐴は原始的であり，原始的
ならば規約であり，規約ならば 𝐴 ≥ 0であることを示せ．

3. 𝐴 ≥ 0のときmin𝑖∑𝑗 𝑎𝑖𝑗 ≤ 𝑟(𝐴) ≤ max𝑖∑𝑗 𝑎𝑖𝑗 を示せ．
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9.5. ペロン・フロベニウスの定理の証明（一部）
この節では，ペロン・フロベニウスの定理のうち，比較的容易に証明でき

るいくつかの性質を示そう．

定理を証明するために次の関数を定義する．

𝐿( ⃗𝑥) = max{𝑠 ∈ ℝ : 𝑠 ⃗𝑥 ≤ 𝐴 ⃗𝑥}

このとき，任意のスカラー𝜇について，𝐿( ⃗𝑥) = 𝐿(𝜇 ⃗𝑥)であることに注意
せよ．そして，𝑆 = { ⃗𝑥 ∈ ℝ𝑛

+ : ∑𝑖 𝑥𝑖 = 1}と書く．このとき，

𝜆 = max
⃗𝑥∈𝑆

𝐿( ⃗𝑥)

とする．さらに，𝑃 = (𝐼 + 𝐴)𝑛とする．これは𝑃 = ∑𝑛
𝑘=0(

𝑛
𝑘)𝐴

𝑘と書ける．

そうすると，𝑃 ≥ 0であり，また，𝐴が規約であれば 𝑃 ≫ 0が十分大きい 𝑛
について成り立つ．

このとき，次の性質が成り立つ．

1. 𝜆は 𝐴の固有値である．
2. 𝜆に対応する固有ベクトルは非負である．
3. 𝜆 = 𝑟(𝐴)

 

(証明)

1. まず，𝑠 ⃗𝑥 ≤ 𝐴 ⃗𝑥ならば, 𝑠𝑃 ⃗𝑥 ≤ 𝑃𝐴 ⃗𝑥 = 𝐴𝑃 ⃗𝑥である．このことから，
𝐿( ⃗𝑥) ≤ 𝐿(𝑃 ⃗𝑥)といえる．ここでもし，𝐿( ⃗𝑥)が ⃗𝑥の固有値でなけれ
ば，𝑠 ⃗𝑥 ≤ 𝐴 ⃗𝑥となるどんな 𝑠についても 𝑠𝑃 ⃗𝑥 < 𝐴𝑃 ⃗𝑥が成り立つ．つ
まり，𝑠 < min𝑖;𝑥𝑖≠0

[𝐴𝑃 ⃗𝑥]𝑖
[𝑃 ⃗𝑥]𝑖

と言える．したがって，𝐿( ⃗𝑥) < 𝐿(𝑃 ⃗𝑥)
である．

また，𝐿(𝑃 ⃗𝑧) = 𝐿( 1
𝑧∗𝑃 ⃗𝑧) ≤ 𝜆である．ただし，𝑧∗ =∑𝑖 [𝑃 ⃗𝑧]𝑖と

している．これはなぜなら𝑃 ⃗𝑧 ≥ 0であり，1
𝑧∗𝑃 ⃗𝑧 ∈ 𝑆であるからであ

る．すると， ⃗𝑥を 𝐿の最大化解とすれば𝜆 = 𝐿( ⃗𝑥) ≤ 𝐿(𝑃 ⃗𝑥) ≤ 𝜆と
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なる．したがって，𝜆 = 𝐿(𝑃 ⃗𝑥) = 𝐿( ⃗𝑥)であり，𝜆は 𝐴の固有値で
ある．

2. 1で構成した ⃗𝑥が固有ベクトルになっており，これは取り方から非負
である．

3. 固有値𝜇を考えると，𝐴の各成分が非負であることから次が満たされ
る．

𝜇 ⃗𝑧 = 𝐴 ⃗𝑧

|𝜇||𝑧𝑖| =
|


∑
𝑛

𝑗=1
𝐴𝑖𝑗𝑧𝑗

|



≤ ∑
𝑛

𝑗=1
|𝐴𝑖𝑗𝑧𝑗|

= ∑
𝑛

𝑗=1
𝐴𝑖𝑗|𝑧𝑗|

そうすると，この式全体を 𝑧∗ =∑𝑖|𝑧𝑖|でわることで，得られたベ
クトルは 𝑆に含まれる．したがって，|𝜇| ≤ 𝐿(𝑧) ≤ 𝜆である．これ
は 𝜆がスペクトル半径であることを意味する．

次に規約である場合の性質を示そう．𝑃 = ∑(𝑛𝑘)𝐴
𝑘であるので，

𝑃 ⃗𝑥 =∑(𝑛𝑘)𝐴
𝑘−1𝐴 ⃗𝑥 =∑(𝑛𝑘)𝜆

𝑘 ⃗𝑥.

したがって，𝐴が規約なら 𝑃 ≫ 0となるので，

[𝑃 ⃗𝑥]𝑖 = ∑
𝑛

𝑗=1
𝑃𝑖𝑗𝑥𝑗 > 0

が言える．よってこれから 𝜆 > 0かつ， ⃗𝑥 ≫ 0が言えることになる．

⃗𝑥が単純固有値であることは次のように示される．もし，𝜆に対して，他
の固有値 𝑣⃗があったとしよう．そうすると，𝑣⃗ ≫ 0であり，また，実数 𝑡 =
min𝑖

𝑥𝑖
𝑣𝑖 とすれば，任意の 𝑗について，𝑡𝑣𝑗 ≤

𝑥𝑗
𝑣𝑗𝑣𝑗 = 𝑥𝑗 となることから，
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⃗𝑧 = ⃗𝑥 − 𝑡𝑣⃗ ≥ 0

かつ，𝑧𝑚 = 0となるような𝑚が存在する．また， ⃗𝑥, 𝑣⃗は一次独立なので， ⃗𝑧 ≠
0である．一方で，

𝐴 ⃗𝑧 = 𝐴 ⃗𝑥 + 𝑡𝐴𝑣⃗ = 𝜆 ⃗𝑧

となることから， ⃗𝑧が 𝐴の固有ベクトルであることがわかるので， ⃗𝑧 ≫ 0が
示される．これは 𝑧𝑚 = 0であることと矛盾する．よって， ⃗𝑥が単純固有値と
なることがわかる．

3番目の性質は，次のように示される．もし他の固有値に対する固有ベクト

ルが非負であるとしてみよう．そうすると，その固有値𝜇 < 𝜆と対応する固
有ベクトル 𝑣⃗が見つかる．このとき，もし， ⃗𝑥と 𝑣⃗が一次従属であれば，𝑡 ⃗𝑥 =
𝑣⃗とかける．すると，

𝜇𝑣⃗ = 𝐴𝑣⃗ = 𝑡𝐴 ⃗𝑥 = 𝜆𝑡 ⃗𝑥 = 𝜆𝑣⃗

となるので矛盾する．したがって， ⃗𝑥と 𝑣⃗は一次独立である．そうすると， ⃗𝑥
が単純固有値であることの証明と同様にして 𝑧 = 𝑥 − 𝑡𝑣 ≥ 0, 𝑧𝑚 = 0とすれ
ば，

𝐴 ⃗𝑧 = 𝐴 ⃗𝑥 + 𝑡𝐴𝑣⃗ = (𝜆 + 𝑡𝜇) ⃗𝑧

となるので， ⃗𝑧が𝐴の固有値であることが示せる．しかしこれは ⃗𝑧 ≫ 0であ
ることを意味するので，矛盾である．

上記の証明では最大固有値がmax ⃗𝑥∈𝑆 𝐿( ⃗𝑥)であることを利用したが，他の
求め方もある．この説明のために，まず，首座小行列を定義する．これは以

下のような行列のことである．つまり行列の右上から，𝑘 × 𝑘の部分行列を取
り出したものである．

[𝑎11], [
𝑎11
𝑎21

𝑎12
𝑎22

],
[

𝑎11
𝑎21
𝑎31

𝑎12
𝑎22
𝑎32

𝑎13
𝑎23
𝑎33]



,…
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「すべての首座小行列の行列式が正である」という条件をホーキンス・サイ

モンの条件 (H-S条件)という．この条件に関して，まず次の定理を証明する．

𝐵を対角成分以外が負の行列とする．このとき，H-S条件が成り立つ

ことと以下は同値である．

1. 弱可解性: 𝐵 ⃗𝑥 = 𝑐は任意の𝑐 ∈ ℝ𝑛
+について，非負解 ⃗𝑥 ∈ ℝ𝑛

++をもつ

2. 強可解性: 𝐵 ⃗𝑥 = 𝑐は任意の 𝑐 ∈ ℝ𝑛
+について，非負解 ⃗𝑥 ∈ ℝ𝑛

+をもつ．
 

(証明) 𝑛に関する帰納法で行う．まず，𝑛 = 1のときは自明に成り立つ
ので，𝑛 − 1のときに成り立つということを仮定する

1. まず，弱可解性を前提とし，H-S条件を示す．

このとき，𝑏1𝑖 ≤ 0, 𝑥𝑖 ≥ 0より以下が成り立つ

𝑏11𝑥1 = 𝑐1 −∑
𝑛

𝑖≠1
𝑏1𝑖𝑥𝑖 ≥ 𝑐1 > 0

これによって，𝑏11 > 0である．これを連立方程式，𝐵 ⃗𝑥 = 𝑐に代入す
ると以下のような新しい連立方程式を作ることができる．

𝑏11𝑥1 + 𝑏12𝑥2 +⋯+ 𝑏1𝑛𝑥𝑛 = 𝑐1

𝑏′22𝑥2 +⋯+ 𝑏′2𝑛𝑥𝑛 = 𝑐′2
⋮

𝑏′𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑏′𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑐′𝑛

ただし，𝑏′𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 −
𝑏𝑖1𝑏1𝑗
𝑏11

≤ 0, 𝑐′𝑖 = 𝑐𝑖 −
𝑏𝑖1𝑐1
𝑏11

> 0である．また，も
ともとのものと同じ方程式なので以下の連立方程式は非負解を持つ．

𝑏′22𝑥2 +⋯+ 𝑏′2𝑛𝑥𝑛 = 𝑐′2
⋮

𝑏′𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑏′𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑐′𝑛
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よって帰納法の仮定から，H-S条件が 𝑏′からなる行列について成立す
る．𝑏′からなる行列は元々の行列𝐵の基本変形によって得られたもので
ある．したがって，元々の行列式についても成立する．

2. 次にH-S条件を前提とし，強可解性を示す．これは先ほどの経路を逆

に辿れば良い．つまり，以下の連立方程式によって作られる行列 𝐵′

が，H-S条件を満たすことを確認し，それにより，非負解 𝑥2,…, 𝑥𝑛が
存在することが帰納法の仮定から示される．

𝑏′22𝑥2 +⋯+ 𝑏′2𝑛𝑥𝑛 = 𝑐′2
⋮

𝑏′𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑏′𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑐′𝑛

この事実を用いて，以下のようにすれば，非負解を持つことを示すこ

とができる．

𝑥1 =
𝑐1 −∑𝑛

𝑖≠1 𝑏1𝑖𝑥𝑖
𝑏11

3. 最後に強可解性から弱可解性は自明に成り立つ．よって，すべての条

件が同値であることを確認できる．

つぎに，非負行列，𝐴を考えよう．これに対して，行列𝐵(𝜌) = 𝜌𝐼 − 𝐴を
考える．𝜌は実数である．この𝐵(𝜌)は対角成分以外がすべて負の行列になっ
ている．ここで 𝑐 ∈ ℝ𝑛

++に対して，次の方程式を考える．

𝐵(𝜌) ⃗𝑥 = 𝑐

𝐵(𝜌)がH-S条件を満たすような 𝜌の集合を𝑀とする．すると，どんな 𝜌
に対しても上記の方程式の非負解が求められるので，それを ⃗𝑥𝜌と書くことに
する．いま，𝜌, 𝜌′ ∈ 𝑀で，𝜌 ≥ 𝜌′とすると， ⃗𝑥𝜌′ ≥ ⃗𝑥𝜌が成り立つ（確かめ
てみよ）．

𝑀には最小値がないことに注意する．これはH-S条件が厳密な不等号で定

義されているからである．そこで，inf𝑀 を考える．これは {𝑎 ∈ ℝ| 𝑎 <
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𝑏,∀𝑏 ∈ 𝑀}という集合（下界と呼ばれる）の中の最大値である．細かいとこ
ろはごまかすが，ある集合𝑀に最小値がなければ，下界には最大値があり，
それが inf𝑀 である．これを 𝜆(𝐴)と書くことにする15．

𝜌𝑛 → 𝜆(𝐴)となるような数列を考える．このとき，実は𝜂𝑛 ≔∑𝑗 𝑥
𝜌𝑛
𝑗 →

∞となる．そうでなければ収束先で，

𝐵(𝜆(𝐴)) ⃗𝑥 = 𝑐

が成り立ってしまうが，これは𝜆(𝐴) ∈ 𝑀 となって，𝑀 に最小値が存在す
ることになってしまうからである．

したがって，𝜌𝑛 → 𝜆(𝐴)となるような数列を考えると，𝜂𝑛 =∑𝑗 𝑥
𝜌𝑛
𝑗 →

∞となる．これは，𝜌𝑛が 𝜆(𝐴)に収束するとき， ⃗𝑥𝜌𝑛 が無限大に発散する
ことを意味する．

そこで，全体を 𝜂𝑛で割った，以下のものを考える．

𝐵(𝜌𝑛)
⃗𝑥𝜌𝑛
𝜂𝑛

= 𝑐
𝜂𝑛

ここで， ⃗𝑥𝜌𝑛
𝜂𝑛 は成分の和が 1となるベクトルである．

𝑛 → ∞としてやれば

𝐵(𝜆(𝐴)) ⃗𝑥 = 0

という形になる．これは 𝜆(𝐴)が 𝐴の固有値であることを意味する．また，
このときの ⃗𝑥は非負である．

さらに𝜆(𝐴) ≥ 0であることが言える．これはH-S条件が𝐵(𝜌)の対角成
分が正であることを要求していることからわかる．𝐴が非負で，𝜌 ≤ 0なら対
角成分は負になってしまうのである．どんな 𝜌 ∈ 𝑀も，𝜌 > 0であり，その
極限の 𝜆(𝐴)は負でない．

これによって負でない固有値が存在し，そのときの固有ベクトルが非負で

あることがわかった．次にそれが最大の固有値であることを示そう．も

15これをフロべニウス根という．
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中級経済数学 1 更新日: 2026年 03月 04日

し𝜆(𝐴)より大きい固有値が存在すれば，H-S条件を必ず満たす．したがっ

て，(𝜌𝐼 − 𝐴)は逆行列を持つので，𝜌は𝐴の固有値ではない．これによって，
𝜆(𝐴)が最大の固有値になることが確認できる．

フロベニウス根は首座小行列の行列式によって定義されるため，首座小行

列の行列式の値が同じならばフロベニウス根は同じである．転置行列 𝐴⊤に

ついて，すべての首座小行列式は同じになるため，もともとの行列とその転

置行列について，フロベニウス根は同じになる．フロベニウス根は最大固有

値であるため，最大固有値は元の行列とその転置行列で同じである．
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